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1 Losungen

1.1 zu Grundbegriffe
Lésung zu Aufgabe 1

a) Bei dieser Aussage handelt es sich um eine elementare Aussage. Die Verneinung erhalten
wir mit

Ich besitzt keinen Hund.

b) Beidieser Aussage liegt eine ,und“-Konstruktion vor, sodass wir die einzelnen Teile der Aus-
sage verneinen und mit ,oder“ verbinden:

Mein Hund ist leise oder grof.

¢) Zusatzlich zu einer ,und“-Konstruktion wird in dieser Aussage der Existenzquantor 3 verwen-
det (,Es gibt ..."). Wir erhalten die Verneinung mit dem Allquantor und der ,oder“-Konstruktion
analog zum letzten Beispiel:

Alle Hunde sind leise oder klein.

d) Diese Aussage beinhaltet zwei Quantoren. Auf der einen Seite existiert ein Hund (Existenz-
quantor) und auf der anderen Seite wird dieser von allen anderen Hunden (Allquantor) re-
spektiert. Die Verneinung erhalten wir durch Verneinen der einzelnen Quantoren:

Fur alle Hunde existiert ein anderer Hund, der ihn nicht respektiert.

e) Ahnlich wie bei der vorangegangenen Aussage handelt es sich um zwei Quantoren, jedoch
in umgekehrter Reihenfolge. Mit dem gleichen Prinzip erhalten wir die Verneinung:

Es gibt einen Hund, der keinen anderen Hund respektiert.
f) Das letzte unterscheidet sich vom vorletzten Beispiel durch die Anderung des Existenzquan-
tors und der Aussage, dass genau ein anderer Hund respektiert wird. Die Verneinung bein-

haltet in diesem keinen oder mehr als einen Hund:

Es gibt einen Hund, der keinen oder mehr als einen Hund respektiert.
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Lésung zu Aufgabe 2
Fiar die Verneinung der mathematischen Aussagen gehen nach dem allgemeinen Schema vor:
Umdrehen der Quantoren und Verneinen der letzten Aussage:

a) dIneNVmeN: n>m
b) VvneNdImeNVreN : n+r #m

c) dJacAvbeB: —avb
Lésung zu Aufgabe 3

a) Wir gehen die komplexen Aussagen stickweise in der Wahrheitstafel durch. Dabei kiirzen
wir die Aussage der Ubersicht halber wie folgt ab

(AvB)y-C —-(A—=-CvVvB—=20C-=(1)

und erhalten:

A/lB|C|AvB|AvB) - C|A—-C|B—-C|A-=CVvB-—=0C|(@M
w w w w w w w w
wilw]|f w f f f f w
wi|f|w w w w w w w
w| f|f w f f w w w
flwl|lw w w w w w w
flw]|f w f w f w w
flflw f w w w w w
fQf|f f w w w w w
b) In diesem Beispiel kiirzen wir die Aussage mit
AV (=(BA(C — B)) =(2
und bauen sukzessive folgende Wahrheitstafel auf:

A|/B|lC|C—-B|BA{C—=B|~-(BA(C — B)]| (2

wilw|w w w f w

w|lw]|f w w f w

w| f|w f f w w

w| f|f w f w w

flwlw w w f f

flw]f w w f f

flflw f f w w

fl|f]f w f w w

Lésung zu Aufgabe 4

Da eine Menge aus wohlunterscheidbaren Elementen bestehen muss, handelt es sich bei A um
eine Menge. Stattdessen handelt es sich bei der Menge B nicht um eine Menge, da die beiden
Elemente a und a nicht unterscheiden lassen.
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Lésung zu Aufgabe 5
Anhand der Regeln fur die Mengenoperationen erhalten wir

e AUB = {1,2,a,b,c,d, aa, ab, ac, ad, bb, abc}
e ANB = {1,2,a,bb,ac}

e A\ B = {b, aa, ab, ad}

e B\ A = {c,d, abc}

Lésung zu Aufgabe 6
Fur die Gleichheit von Mengen beweisen wir die zwei Teilmengeneigenschaften, dass die linke
Seite Teilmenge der rechten Seite und umgekehrt ist. Im Falle der Ungleichheit reicht ein Gegen-
beispiel aus. Damit gilt:

a) Hinrichtung (X\Y)\Z C X\(Y U 2)
Sei x € (X\Y)\Z beliebig aber fest, so folgern wir:

xe(X\Y)\Z xeX\Y)Ax¢Z
XEXANXEYAXx¢EZ
xXeXN=(xeY)AN-(xe2)
xXeXN-(xeYVxe2)
xeXN-(xeYUZ)
xeXAx¢YuZ

xeX\(YUZ)

A 2

I

Jegliche Folgerung kénnen wir ebenfalls von unten nach oben lesen:

4

xeX\(YuZ2)
xeXAx¢YuZ
xXeXN-(xeYUZ)
xXeXN-(xeYVxelZ)
xeXN-(xeY)A-(xe2)
xeXA\x¢YAx¢Z

x e (X\Y)\Z
xeX\Y)Ax¢Z

R 2 T

Insgesamt gelten somit beide Teilmengeneigenschaften und wir haben die Behauptung ge-
zeigt.

b) Bei dieser Aussage fallt uns auf, dass auf der linken Seite alle Elemente zwingend in X
enthalten sein missen, da wir lediglich Elemente aus Y und Z ,herausnehmen®. Auf der
rechts Seite vereinigen wir jedoch mit Z, sodass ebenso Elemente, die nicht in X enthalten
sein kdnnen, moglich sind. Daher konstruieren wir das Gegenbeispiel:

X {1}

Y = 0
zZ = {2
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Damit gilt zum Einen
X\(Y\Z) = {1}]\(0\{2}) = {1}\0 = {1}
und zum Anderen
X\Y)uZ = {11\0) U {2} = {1} U {2} = {1,2},
sodass die Mengen im Allgemeinen nicht gleich sind.

c) Fir die dritte Aussage erkennen wir ein dhnliches Phdnomen wie bei der zweiten Aussage.
Wahrend auf der linken Seite lediglich Element aus X enthalten sein kénnen, sind auf der
rechten Seite auch Elemente aus Y und Z méglich. Mit dem gleichen Gegenbeispiel wie aus
der zweiten Aussage erhalten wir auf der linken Seite

X\(YNZ)=X\(0NnZ)=X\0=X= {1}

und auf der rechten Seite

XU((YUZ\Y NZ)=XU@U2\ONZ) = X U (Z\0)

XuZ = {1}u{2} = {1, 2}.
Damit gilt auch die dritte Aussage im Allgemeinen nicht.

Lésung zu Aufgabe 7

Betrachten wir zundchst den Fall, dass f o f = f. Bei Aufgaben, bei denen es um ,beweise oder
widerlege” geht, bietet es sich an im Kopf oder durch Aufschreiben ,einfache Falle” durchzuspie-
len, da diese oft ein Gegenbeispiel liefern. Wenn die einfachen Félle funktionieren, lohnt es sich
einen allgemeinen Beweis zu probieren. In diesem Fall wére eine Funktion f die alle Elemente auf
ein Element abbildet ein solcher einfacher Fall. Damit der Gedanke ,alles” wird auf ein Element

abgebildet Sinn ergibt, betrachten wir mehr als 1 Element in den Mengen X und Y. Daher seien
X =Y ={1,2}und f(1) = f(2) = 1. Dann gilt fir f die Eigenschaft

Es werden sowohl von f als auch von f o f alle Elemente auf 1 abgebildet, sodass f o f = f gilt.
Unsere so konstruierte Abbildung ist aber weder injektiv, denn

esist f(1) =f(2), aber 1 #2
noch surjektiv, da
({2} =0
gilt. Daher haben wir ein Gegenbeispiel fir 1. und 2. konstruiert.
Schranken wir jedoch die Mengen X und Y auf X = Y = {1} ein, so ist f sowohl injektiv
als auch surjektiv, sodass 3. und 4. ebenfalls nicht gelten.
Im Falle von
fof=f"1
besitzt f eine Umkehrfunktion. Es gilt
fol(fof)=id.

Eine Funktion ist genau dann bijektiv, wenn sie eine Umkehrfunktion besitzt, sodass wir aufgrund
dieser Aquivalenz aussagen kénnen, dass sowohl a) als auch b) gelten und ¢) und d) falsch sind
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Lésung zu Aufgabe 8

a)

Da mit der dritten Potenz negative Zahlen auf negative und positive Zahlen auf positive ab-
gebildet werden, vermuten wir, dass die Funktion injektiv ist. Seien daher zwei Elemente
X,y € Rmitf(x) = f(y). Wir berechnen direkt:

fix) = 1)
& x3 = 3
& X =y
Somit ist f injektiv.
Da lim x3 = oo und lim x3® = —oo gilt, vermuten wir, dass die Funktion auch

X—00 X——00
surjektiv ist. Daher geben wir zu beliebigem Element des Zielbereichs y € R ein Element

des Definitionsbereichs x € R an, sodass f(x) = y gilt. Wir berechnen dazu:

fx) =y
s x3 =y
s x = signy) Yyl

Die Funktion sign(y) weist einer Zahl y das Vorzeichen zu:

1, ¥y >0
sign(y)=¢{ 0, y =0
-1, y <0

Wenn man es mathematisch genau nimmt, haben wir die Wurzelfunktionen lediglich fir po-
sitive Zahlen definiert und kénnen keine dritte Wurzel aus einer negativen Zahl ziehen. Diese
(mathematische) Genauigkeit wird vermutlich nicht gefordert sein, dennoch méchten wir es
an dieser Stelle nicht unerwahnt lassen und schreiben statt &y, daher den Wert sign- ¥/]y/.
Auf diese Weise ziehen wir die dritte Wurzel immer aus einer nicht-negativen Zahl und ver-
sehen den Wert im Anschluss mit dem nétigen Vorzeichen. Zu einem gegebenen Wert y
erhalten wir daher durch x = /y ein Urbild, welches wohldefiniert ist (dies bedeutet, wir er-
halten fir jedes y ein Element aus dem Definitionsbereich) und somit ist f surjektiv.

Mit der gleichen Uberlegung wie im ersten Beispiel, vermuten wir, dass x* auf dem Definiti-
onsbereich [0, 1] injektiv und surjektiv ist.

Zur Injektivitat:
Seien x,y €[0, 1] mit g(x) = g(y) gegeben, so folgt

glx) =gf(y)
o xk _ yk
= X = y

Die letzte Aquivalenz gilt dabei, da wir lediglich positive Zahlen x und y betrachten, sodass
bei geradem Exponent k der Betrag wegfallt.

Zur Surjektivitat:
Wir berechnen zu jedem x € [0, 1] ein Urbild durch

ax) =y
s xk =y
& x = Yy,

sodass die Abbildung surjektiv ist.
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c) Im letzten Beispiel vermuten wir ebenfalls Injektivitat, da wir keinen Anhaltspunkt finden,
der ein Abbilden von zwei Elementen auf ein gleiches Element im Zielbereich nahelegt. Wir
berechnen fir x, y € [0, 1]

h(x) = h(y)
o 2, .2
3 X = 37
N X =y,

sodass die Injektivitat gezeigt ist.

Fir die Surjektivitat erkennen wir, dass die Funktion monoton wachsend ist, das Bild

2 2
des groBten Elements des Definitionsbereichs - h(1) = 3 -1 = 3" jedoch nicht auf das

gréBte Element im Zielbereich abgebildet wird. Daher vermuten wir, dass die Funktion nicht
surjektiv ist. Tatsachlich ist

(1) = 0,
sodass wir ein Gegenbeispiel gefunden haben.
Lésung zu Aufgabe 9

In beiden Féllen ist eine Gleichheit von Mengen zu zeigen, sodass wir jeweils die Teilmengenei-
genschaften nachweisen:

a) Wir starten mit dem Nachweis von f~"(AUB) C f~1(A)uf~'(B):

Sei x € f~1(AUB) beliebig aber fest, so gilt:

xef~"(AUB) = f(x)eAUB

fx)eA Vv f(x)eB
xef~1A) v xef~1(B)
xef~1(A) U f-1(B)

R

Alle Folgerungsschritte kénnen wir von unten nach oben lesen und erhalten damit £~ (A)u
f~1(B) C f~1(AUB):

xef YA UF1(B) = xef (A Vv xef1(B)
~ f(X)eAV f(x)eB
= f(x)cAUB

= xefYAUB)
Damit ist die Gleichheit der Mengen bewiesen.

b) Analog gehen wir fur die zweite Aussage vor. Zunachst zeigen wir
F1(A\B) C AN (B):
Sei x € f~1(A\B) beliebig aber fest. Dann gilt:

x € f~1(A\B) f(x) € A\B
f(x) e ANf(x) ¢ B
xef " (A)Ax ¢f1(B)

x e F-1ANF1(B)

Py
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Ebenfalls analog zum letzten Beispiel kénnen wir diese Folgerungen ohne Probleme von
unten nach oben lesen und erhalten

xef 1 AN'(B) = xef'(A)Ax¢f1(B)
= f(x)cANf(x)¢B
= f(x)cA\B

= xcf1A\B),

sodass auch f~'(A)\f~1(B) C f~1(A\B) gilt und insgesamt die Gleichheit der Mengen folgt.

Lésung zu Aufgabe 10

a) Fir das Bild mussen wir alle Werte des Zielbereichs bestimmen, die von der Abbildung

getroffen werden koénnen. Theoretisch kénnen wir an dieser Stelle mit Methoden der
Differentialrechnung arbeiten, um das globale Minimum und Maximum zu bestimmen,
wéhlen der Vollstandigkeit halber jedoch einen anderen Weg. Zunachst erkennen wir, dass
x2 > 0gilt, sodass x2+1 > 1 folgt.

Zusétzlich ist die Wurzelfunktion monoton, da fir x,y e R mit 0 < x < y mit Qua-
drieren

VX <Y

& X < Yy

folgt. Daher ist Vx2+1 > V1 = 1. Da wir fir x = 0 den Wert /1 erhalten, ist 1 unser
globales Minimum. Auf der anderen Seite gilt

im VX = oo,

X—00

sodass wir den Wertebereich [1, oo) erhalten.

Fur das Urbild f~1(A) erhalten wir mit obiger Uberlegung, dass nur Werte gréBer oder
gleich 1 mit dieser Abbildung ,getroffen” werden kénnen, sodass wir direkt

F1(A) = {1}

erhalten. Mit obiger Uberlegung stimmt B mit dem Bild von f tiberein, sodass wir
f~'(B) = R

schlie3en kénnen.

Erneut betrachten wir eine stetige Funktion. Zuséatzlich ist f in diesem Fall streng monoton
fallend, da fir x, y € [0, 1] mit x < y folgt:

1
X +1 ” y+1

1
1+x

X<y & x+1 <y+1 &

Damit erhalten wir unser Maximum an der Stelle x = 0 mit f(0) =
Minimum durch den Grenzwert

= 1 und das globale

x—oo 1+X
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sodass wir als Bild von f die Menge (0, 1] erhalten.

Da die Menge A mit dem Bild von f Ubereinstimmt, erhalten wir
f~1(A) = [0, c0).
Da fir alle x € B die Implikation x > 1 gilt, folgt

f~1(B) = 0.
Lésung zu Aufgabe 11

a) Wir flhren die Induktion mit den bekannten drei Schritten durch:

¢ Induktionsanfang: n = 1
Setzen wir n = 1 auf der linken Seite ein, so erhalten wir

:
Y kZ =12 = 1.
k=1

Uber die Formel der rechten Seite berechnen wir

1.(1+1)-(2-1+1) _ 1.2.3 _
6 =~ 1V

¢ Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fir ein n € N.

¢ Induktionsschritt: n — n+1
Wir setzen auf der linken Seite als obere Grenze der Summe n+ 1 ein und ziehen im
ersten Schritt den obersten Summanden aus der Summe heraus. Im Anschluss kénnen
wir die Induktionsvoraussetzung benutzen und erhalten damit

Y k® = (n+1)2+ik2
k=1 k=1
LV. )2+n-(n+1)-(2n+1)

= (n+1 6
n-(2n+1)
6
6n+6+2n2+n

= (n+1)~<n+1+

= (n+1)
= (n+1)

2n2+7n+6
6

Auf der rechten Seite erhalten wir durch Einsetzen von n+1 den Term

(n+1)-(n+2)-(2(n+1)+1) _ (n+1)- (n+2)-(2n+3)
6 6
2n?+3n+4n+6
2n? +7n+6

= (n+1)
= (n+1)
Durch die Gleichheit haben wir die Behauptung per Induktion gezeigt.

b) Fur die zweite Aussage gehen wir analog vor:
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¢ Induktionsanfang: n =1
Auf der einen Seite erhalten wir

1
Y kok=12"=2
k=1

und auf der anderen Seite berechnen wir
(1—-1)-2242 = 0+2 =2 /

¢ Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fiir ein n € N.

¢ Induktionsschritt: n — n+1
Wir setzen erneut n+ 1 als oberes Ende der Summe ein und ziehen den letzten Sum-
manden heraus, sodass wir flr die verbleibende Summe die Induktionsvoraussetzung
einsetzen kénnen. Es qilt:

n+1

Y k2K
k=1

n
(n+1)-2M14+ Y k.2

k=1
1.V.
= (n+1)-2™ 4+ (n—1).2"1 42
= 2™ . ((n+1)+(n—1))+2
= 2™ .(2n)+2
= 2M2.n42

= n.2™242 /.
Lésung zu Aufgabe 12

a) Fir die Teilbarkeitsaussage gehen wir weiterhin die gewohnten drei Schritte durch:

¢ Induktionsanfang: n = 1
Far n =1 erhalten wir die Zahl

x = 11714122771 = 112412 = 121412 = 133,

sodass die Teilbarkeit offensichtlich gilt /.
¢ Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fir ein n € N.

¢ Induktionsschritt: n — n+1
Zuerst bilden wir die Zahl x mit n+ 1 statt mit der Zahl n. Im Anschluss missen wir
eine Struktur erkennen, die es uns erlaubt die Induktionsvoraussetzung einzusetzen.
Zunéachst bringen wir die Exponenten in die richtige Form:

1174244221 =1 _ 41 49m 1 142201 2 41.11™1 4 14412201

Der Trick an dieser Stelle ist es, dass wir die Zahl 144 kinstlich durch die Summe
11 + 133 darstellen kdnnen. Unsere Absicht ist dabei, durch Ausklammern einen Term
zu erhalten, fir den wir die Induktionsvoraussetzung einsetzen kénnen und einen Teil,
der offensichtlich durch 133 teilbar ist. Es folgt:

11.11™714144.122771 = 11.11™7 4+ (11 +133) . 1227

11 (1171412271) 4 133 122",

Aufgrund der Induktionsvoraussetzung ist der erste Summand durch 133 teilbar (damit
haben wir die |.V. an dieser Stelle benutzt). Der zweite Summand ist ein ganzzahliges
Vielfaches der Zahl 133 und damit ebenso durch 133 teilbar. Da beide Summanden
durch 1383 teilbar sind, ist auch die Summe durch 133 teilbar.
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Damit haben wir die Behauptung per Induktion bewiesen.
b) Erneut gehen wir die drei Schritte der Induktion schrittweise durch:

¢ Induktionsanfang: n = 2 (Da in die Behauptung nur fir n > 2 gelten soll)
Setzen wir n = 2 auf der linken Seite ein, erhalten wir

0 < (a—b)? = a®—2ab+b?> <= 2ab < a°+b?
Damit gilt
2271 (@2 +b%) == 22°+2b° = @®+b%+a’+b® > a®>+n®+2ab = (a+b)>.

¢ Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fiir ein n € N.

¢ Induktionsschritt: n — n+1
Betrachten wir den Fall |a| > |b|, dannista” > b" und es folgt

0 < (@a=b)-(@a-b" =a"™" —a-p"—a"-b+b™" = a™'+b™! >a.b"+a"-b.
Damit gilt im Induktionsschritt
(@+b)™! = (a+b)-(a+b)"
< (a+b)-2"7'- (a"+b")
- on—1, (an+1 +a.bn+an‘b+bn+1)
on—1. (an+1 + (an+1 +bn+1) +bn+1)
= on. (an+1 +bn+1)

A

c) Fir die letzte Induktion gilt:

¢ Induktionsanfang: n =1
In diesem Fall ist X eine Menge mit genau einem Element, so ist

2(X) = {0, X}.
Damit erhalten wir
2X)| =2=2"y

¢ Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fir ein n € N.

¢ Induktionsschritt: n — n+1
In diesem Fall betrachten wir X als Menge mit n+1 Elementen. Bezeichne a ein Element

von X, so kdnnen wir
X = (X\{a}) U {a}

setzen und erhalten mit X\{a} eine Menge mit n Elementen. Wenden wir auf diese die
Induktionsvoraussetzung an, so erhalten wir

|7 (X\{a})| = 2".

Die Anzahl der Teilmengen der n ,elementigen Menge betragt daher 2. Nun kénnen
wir jeder dieser Mengen das Element a hinzufligen und erhalten 2" neue Teilmengen
von X. Insgesamt gilt daher

|2(X)| = 2"+2" = 2™,
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Damit ist die Behauptung bewiesen.

Lésung zu Aufgabe 13

a) Fir das Infimum gehen wir wie folgt vor: Wir wissen, dass A nach unten beschrénkt ist, da

wir durch die auftretenden Quadrate nie eine negative Zahl erhalten kénnen. Es gilt fir alle
2

a € A daher a > 0. Da wir fUr x = 0 zusatzlich

5 = 0 erhalten, haben wir eine untere

+
Grenze gefunden, die wieder in der Menge enthalten ist und daher ein Minimum ist. Das
Minimum einer Menge ist automatisch ihr Infimum.

Fur das Supremum stellen wir folgende Uberlegung an: Fir jede reelle Zahl x gilt

x2 < 1+x2, sodass
X2
1+x2

folgt. Fir groBer werdendes x ndhern wir uns dieser Grenze, sodass wir
SUpA =1

vermuten. Dies beweisen wir nun: Sei € > 0 beliebig gegeben, so berechnen wir

2

X > 1-—¢
14+ x2
& X2 > 1+x2—c-(1+x?)
& 0 > 1—c-(1+x%)
& e+e-x? > A
5 1—¢
& x> >
£
1—¢
= x| >

e

Da die Wurzel fir e < 1 wohldefiniert ist, finden wir zu jedem 0 < ¢ < 1 ein Element,
welches gréBer als 1 —«¢ ist. Fir ¢ > 1 ist bereits 0 ein solches Element. Daher ist 1 das
Supremum der Menge A.

Zunachst schreiben wir die Elemente um, denn es gilt

1+n 1+3n—-2n 2n ] 2

1+3n  1+3n  1+3n 1

Damit hangt die Darstellung nur noch an einer Stelle von der Variablen n ab und wir erkennen
direkt, dass die Werte fur wachsendes n fallen (n wird gréBer — % wird kleiner — der Bruch
wird gréBer und da wir ihn von 1 abziehen wir der gesamte Wert wieder kleiner). Daher
erhalten wir das Maximum durch n =1 und es ist

2 1 L
1+3 ~ 2 2
Fir das Inifmum Uberlegen wir uns aufgrund der Monotonie, dass der Grenzwert n — oo das
Infimum wird. Daher stellen wir die Vermutung auf, dass

supB = maxB = 1—

2

. 1
|nfB—1—m = §
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gilt. Diese Vermutung beweisen wir nun. Sei ¢ > 0 und wir berechnen

1+n 1
1+3n 3*e

& 1+n < %+n+s+3n-5
2

4 5—8 < n

1 2. 1
sodass 3t keine untere Schranke mehr ist. Fur ¢ > 3 ist 3*¢ bereits groBer als das Su-

premum und damit keine untere Schranke mehr. Insgesamt folgt somit, dass % das Infimum
ist, wenn es eine untere Schranke ist. Es gilt:
1 1+n

1
§< T+3n = §+n<1+n &

<1 4/.

w| =

Lésung zu Aufgabe 14

Wir starten mit v/2, obwohl der Fall /P diesen impliziert. Wir stellen die Vermutung auf, dass es
sich bei v/2 um eine rationale Zahl handelt und fiihren diese zu einem Widerspruch. Ware /2 eine
rationale Zahl, so wirden teilerfremde a, b € Z existieren, sodass

a2 _ 2

betrachten. Damit folgt, dass a®> = 2-b? gilt und a® durch 2 teilbar ist. Betrachten wir im Anschluss
das Quadrat einer geraden und einer ungeraden Zahl

(2k)? = 4k? = 2-(2k?) und (2k+1)? = 4k®+4k+1 = 2-(2k?+2k) +1,

erkennen wir, dass nur das Quadrat einer geraden Zahl wieder gerade ist. Daher ist nicht nur a2
durch 2 teilbar, sondern auch a. Wenn a durch 2 teilbar ist, ist a2 hingegen durch 4 teilbar und wir
finden ein ¢ € Z, sodass a® = 4-c gilt. Damit erhalten wir jedoch, dass

2.2 =a°=4.c = b®>=2c

gilt, sodass b? und damit b durch 2 teilbar ist. Dies ist ein Widerspruch zur Teilerfremdheit der
ganzen Zahlen a und b, sodass unsere Vermutung, dass /2 eine rationale Zahl ist, falsch war.

Im Fall /p fur eine Primzahl p gehen wir analog vor. Angenommen, es handele sich bei
/P um eine rationale Zahl, so finden wir zwei teilerfremde Zahlen a, b € Z mit

a
p - VP
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Durch Quadrieren erhalten wir erneut die Beziehung
a2 - p.bQ,

sodass a2 durch p teilbar ist. Wenn wir nun zeigen kénnen, dass mit a? bereits auch a durch p
teilbar ist, schlussfolgern wir den Widerspruch wie im Fall von /2.

Far die Zahl a sei die Primzahlzerlegung
as=np-..pr
mit Primzahlen p; und Vielfachheiten r; gegeben. Nehmen wir nun an, dass a nicht durch p teilbar
ist, so gilt, da p selbst eine Primzahl ist, fur alle j = 1, ..., n die Ungleichung p; # p. Damit wére aber
2
2
& = (P opfp) = PR

ebenfalls nicht durch p teilbar, da sich zwar die Vielfachheiten andern, aber durch das Quadrieren
die Primfaktoren gleich bleiben. Daher muss a ebenfalls bereits durch p teilbar sein und wir erhalten
analog den Widerspruch, sodass ,/p keine rationale Zahl ist.

Lésung zu Aufgabe 15

a) Fur die Abgeschlossenheit zeigen wir, dass der Abschluss von A gleich A ist: Sei (an)nen
eine konvergente Folge mit a, € A und Grenzwert a € A, dann gilt, dass sich entweder
unendlich viele Elemente der Folge im Intervall [0, 1] befinden oder falls dies nicht der
Fall ist, sich unendlich viele Folgeglieder im Intervall [2, 3] befinden. Da beide Intervalle
abgeschlossen sind, ist der Grenzwert a also entweder im Intervall [0, 1] oder im Intervall
[2, 3] enthalten, sodass a € A gilt. Da die Folge (a) beliebig gewénhlt war, folgt A = A und
die Abgeschlossenheit.

Wir vermuten, dass A nicht offen ist, sodass wir nach einem geeigneten Gegenbei-
spiel suchen:

Beispielsweise existiert fir den Wert 0 € A kein ¢ > 0, sodass U.(0) C A gilt. Dies
folgt aus der Tatsache, dass fur jedes ¢ > 0

€
—5 €U:(0)

gilt, aber —% ¢ A. Damit ist A nicht offen.
b) Die Menge B ist nicht abgeschlossen, da sie zwar alle Elemente der Folge mit der expliziten
Darstellung a, = % enthalt, den Grenzwert 0 aber nicht.
Sie ist ebenfalls nicht offen, da beispielsweise fiir jedes ¢ > 0 die Umgebung U.(1) ¢ B ist.
¢) Aus den gleichen Griinden wie bei der Menge B ist die Menge C nicht offen.
Nun betrachten wir jedoch die Menge, die zuséatzlich den Grenzwert der Folge mit der
expliziten Darstellung a, = % besitzt. Mit der Definition der Abgeschlossenheit, dass der

Abschluss C der Menge C entspricht, und damit fiir jedes ¢ > 0 und jedes Element ¢ € C
die Aussage

Ue) N C # 0
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gilt, folgt, dass die Menge C genau dann abgeschlossen ist, wenn ihr Komplement offen ist.
Das Komplement der Menge C kénnen wir darstellen als:
1 1

R\C =]—00,0[U]1,00[ U U]n+1’n

neN

[

Das Komplement besteht aus abzahlbar vielen Vereinigungen von offenen Mengen. Fir je-
den Punkt x € R\C koénnen wir eindeutig eine dieser Mengen finden, sodass x in dieser
Menge enthalten ist. Daher existiert fir dieses x ein € > 0, sodass U.(x) ganz in dieser Men-
ge enthalten ist - denn sie ist offen. Daher ist auch R\ C offen und letztlich C abgeschlossen.

Zunéchst vereinfachen wir
D =1[0,5]n <]O,1[u]3,4[) =]0,1[U]3,4].

D l&sst sich durch die Vereinigung zweier offener Mengen bilden und ist nach der gleichen
Begriindung wie C damit offen.

D ist nicht abgeschlossen, denn fiir den Wert 0 ¢ D finden wir kein ¢ > 0, sodass
U.0)nD =0,
da
g g
> € U.(0) und > eD

gilt. Wir haben mit 0 einen Berlhrpunkt von D gefunden, der nicht in der Menge enthalten
ist.

Lésung zu Aufgabe 16

a)

Zunachst vereinfachen wir
A=[-1,11U][0,3] = [-1,8].
Mit Aufgabe 15 folgt, dass A abgeschlossen ist, sodass
A= A

Da] —1, 3[ offenist, geniigt es, die Punkte x = —1 und x = 3 zu betrachten. Zu beiden finden
wir jedoch kein ¢ > 0, sodass

gilt, sodass wir das Innere

erhalten.

Mit Hilfe des Abschlusses und des Inneren erhalten wir den Rand 9 A durch

0A = A\A° = {1,3}.
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b) Wir haben in Aufgabe 15 gesehen, dass die Menge B weder offen noch abgeschlossen ist.

Far den Abschluss erhalten wir nach Aufgabe 15
B = B U {0},

da 0 ein BerUhrpunkt der Menge ist und die Menge B U {0} abgeschlossen ist.

Wir fur beliebiges x € B kein ¢ > 0 finden, sodass U.(x) C B gilt, da zwischen in der
Umgebung der rationalen Zahl x irrationale Zahlen enthalten sind. Allerdings ist keine
irrationale Zahl in der Menge B enthalten, sodass

B° = (.
Damit erhalten wir den Rand 9B durch
0B = B\B®° = B U {0}.
Zunachst vereinfachen wir
[0,5]N1]11,4] =11,4].

Da die Menge 11, 4 offen ist, betrachten wir den Punkt x = 4. Jedoch finden wir kein ¢ > 0,
sodass

U:(4) € C

gilt, da
13 19
4+§ eU(C) und 0 < 4+§ ¢C

gilt. Damit erhalten wir

Cc° =]1,4].
Die Menge C ist nicht abgeschlossen, da wir kein € > 0 finden, sodass

u.1)yncCc #90

gilt. Daher ist 1 ein Berlhrpunkt der Menge C. Fugen wir 1 hinzu erhalten wir die Menge
[1, 4], welche abgeschlossen ist, sodass

C =[1,4].
Den Rand 0 C erhalten wir erneut durch

aC = C\C° = {1,4}.
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zu Folgen und die reellen Zahlen

Lésung zu Aufgabe 17
Die hier prasentierte Lésung ist nicht eindeutig, da beliebig viele Darstellungen bei wenig bekann-
ten Folgegliedern existieren.

a) In diesem Fall erkennen wir, dass der Unterschied der aufeinanderfolgenden Zahlen jeweils
3 betragt, sodass wir einen Zusammenhang mit 3k vermuten. Da das erste Folgeglied 1 ist,
vermuten wir die Darstellung a, = 3-k —2 und erkennen, dass dies fUr die aufgefiihrten
Folgeglieder korrekt ist.

b) In diesem Beispiel erkennen wir, dass bei jedem Folgeglied eine Verdopplung des Vor-
géngers geschieht, sodass wir 2% betrachten. Da das erste Folgeglied 3 ist, vermuten wir
ax = 2K+2 und sehen, dass alle Folgeglieder damit korrekt gebildet werden kénnen.

c) Zunachst erkennen wir einen Vorzeichenwechsel, sodass wir (—1)%*! betrachten. Die +1 im
Exponenten bilden wir, da das erste Folgeglied positiv ist. Zudem erkennen wir Briiche die
schrittweise kleiner werden, sodass wir dies mit % verknlpfen. Insgesamt vermuten wir die
Vorschrifta, = (—1)k*1. ] und erkennen, dass die obigen Folgeglieder damit gebildet werden
kénnen.

Lésung zu Aufgabe 18
Ebenfalls ist die folgende L&sung nicht eindeutig und es existieren unendlich viele rekursive Dar-
stellungen.

a) Wir erkennen einen gleichbleibenden Unterschied von 3, sodass wir ax,1 = ax+3 mitay = 1
vermuten. Alle obigen Folgeglieder kénnen damit berechnet werden.

b) Indiesem Fall erkennen wir, dass wir jedes Folgeglied durch Verdoppeln und anschlieBender
Addition von 1 erhalten. Daher vermuten wir, dass a1 = 2-ax+1 mita; = 1 gilt und sehen,
dass wir jedes der obigen Folgeglieder auf diese Weise berechnen kénnen.

Lésung zu Aufgabe 19

a) Um die Konvergenz der Folge (an) zu zeigen, bendtigen wir eine Vermutung Uber den Grenz-
wert a In diesem Fall vermuten wir a = 0, da n? fiir n gegen unendlich beliebig groB wird. Sei
e > 0 und wir betrachten

1 1
|an - al = ? - O = ?
In einer Nebenrechnung berechnen wir
! el e Lop
— = £ - = —_— = .
A2 € Ve

Danit finden wir flr jedes € > 0 ein ng durch
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sodass fur alle n > nq folgt:

lan—al =

1 11
20‘ = =

=)
N
S
o
S =

7 N\
—
N———

NG
Damit konvergiert die Folge (a,) gegen den Grenzwert a = 0.

b) Fulr diese Folge vermuten wir den Grenzwert a = 1 und erhalten

a _a|_‘ n _1‘_ B 1 1
n " ln+1 Tl on+t1| T on+t’
In einer Nebenrechnung berechnen wir
1 1 ~
— <e & ——1<nh
a+1 €
Damit finden wir fir alle ¢ > 0 ein ng durch
n [A] = 1—1
0= - e )
sodass fur alle n > nq folgt:
lan—a| = ! < 1 < LI ! =
" Tonel oo+l T A+l T Toq4q T

Insgesamt konvergiert die Folge (a,) daher gegen a = 1.

Lésung zu Aufgabe 20

a) In diesem Fall kiirzen wir mit dem am schnellsten wachsenden Terms des Nenners und
erhalten mit den Grenzwertsétzen

3n 5

3 (o oSN O 3 5

_2n®-3n+5 " <2 n3+n3) 233

im ———— = lim = im ————

n—oo 7N —2n3 +1 n—oo 4 (7N 1 1 n—oo 7 1 1
T\mT s et

lim 2— lim 8 lim
— — + —
n— o0 n—oo N n— oo n3 2-0+0

0-1+0

. 7 . .
lim — = lim 1+ lim —
n—oo N n—oo n—oo N

= 2.

b) In diesem Beispiel schatzen wir nach unten ab und erhalten

2n¥—n+1  2m—n+1 _ 2n®-n _ 2m-6n 1,
= > > = -n“—1.

n+n+1+n  3n+1 = 3n+3n — 6n -3

1

Wir sehen, dass nli_)m §n2 —1 = oo ist, sodass die Folge (an) ebenso bestimmt gegen oo
oo

divergieren muss.
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c) Bei diesem Beispiel kiirzen wir erneut mit dem am schnellsten wachsenden Term des Nen-
ners und wenden die Grenzwertsatze an. Es gilt:

9
n (0 _ 1
lim _ -1 lim : (2n 2n)
n—oo 2M+m3+n+1  n-oo " n 1
2" 1+§+§ o0
1
= lim 2n 2"
n—soo 8 n A
1T+ —+—
2n gn o 2n
lim ng— lim !
_ n—oo 21 n—soo 2N
im A im e fim o
e T, on Yt on T on
- 1+0+0+0
= 0.

d) Diese Aufgabe I6sen wir auf die klassische im Heft vorgestellte Weise mit Hilfe des Sandwich-
Lemmas. Es gilt:

7 = V70 < V3450470 < V70470470 = V3.7

Da nlim V3 = 1ist, kénnen wir die Folge von oben und unten mit Folgen eingrenzen (unten
—00

mit der Konstanten Folge 7), die beide gegen den gleichen Grenzwert konvergieren, sodass
die Folge ebenfalls diesen Grenzwert besitzt und so folgt

lim V3"+51+7" = 7.

n—oo

e) Die Vorschrift dieser Folge zeichnet sich durch die Differenz zweier Wurzeln aus, sodass wir
mit der Summe erweitern und mit Hilfe der dritten binomischen Formel

an Vn4e2m —/n*+n

vVt +2m2 +vVn*+n
vVt +2n2+vVnt+n

Vnt+2n2 —\/n*+n

) 2
VvVt +2n2" —vn*+n

vVt +2n2+vVn4+n

n+2n2—n*—-n
vVnt+2n2+vVn*+n

2n2 —n
vVnt+2n2+vVn*+n

erhalten. FUr diesen Bruch gehen wir nun wie in den Aufgabenteilen 1., 2. und 3. vor und
kirzen mit dem am schnellsten wachsenden Term des Nenners. An dieser Stelle ist der am
schnellsten wachsende Term nicht n*, da wir die Wurzel beachten miissen, sodass wir mit
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n? = v/n* kiirzen. Damit folgt:

2n? —n
vVnt+2n2 +vVn*+n

#e-2)

2n? n
2
n '< 1+nT+ 1+n4>

an=

AbschlieBend erhalten wir den Grenzwert der Folge mit Hilfe der Grenzwertsatze durch

1 1
2—— im 2— lim — 2_0
lim a, = lim n 20 N2

oo " T oo 2 T 2 T~ V1+0+/1+0
1+ +4/1+—= im /1+—=+ lim 4/1+—
n2 n3 n— oo n2 n—oo n3

= 1.

f) Beidiesem Bruch klrzen wir erneut mit dem am schnellsten wachsenden Term des Nenners.
Dieser ist 57—, doch vor dem Kiirzen schreiben wir die Folge der Einfachheit halber um:

4n 4\"
4n 4 5.5 5”_1-(5n+5-5> (5> +25

T osn—tgon T om\ 2\"
5” 1(21+5n> 2+<5)

Mit den Grenzwertsatzen und der geometrischen Folge erhalten wir

(4)” 4 n
-] +25 lim <> + lim 25
im a, = fim 2 _re\8) nmee 0425 o

" " 2+<2> im 2+ lim (2) ¥

n—oo n—oo \ 5

n

Lésung zu Aufgabe 21

a) Wir untersuchen die Folge (a,) auf Monotonie und Beschranktheit. Um ein Gefihl fur die
Folge zu bekommen, berechnen wir die ersten Folgeglieder:

ao a1 A NNE_15 15 1 (15)\% 1695
VT BTy 4) 32 T %32 2\8) " 2048

Die Briche werden schnell ,unschén*, jedoch erkennen wir, dass die Folge monoton wéachst.
An dieser Stelle lohnt es sich in einer Nebenrechnung den Satz der monotonen Konvergenz
als erfiillt anzusehen, um die richtigen Vermutungen treffen zu kénnen. Wir gehen davon aus,
dass die Folge (an) gegen einen Grenzwert a konvergiert und kénnen daher die folgende



24 1. Lésungen

Rechnung durchfihren:

. . 1,
Jm e = im 230 lm 32
a = 2.a—--a
< 5
= 2a = 4a-a°
o 0 = 2a-a°
& 0 = a-(2-a).

Wir erkennen, dass als mégliche Grenzwerte nur die Werte a = 0 und a = 2 in Frage
kommen. Da unser Startwert a; = % ist und wir bereits vermutet haben, dass die Folge
monoton wachsend ist, ist a = 2 unser Kandidat.

Mit dieser VorUberlegung vermuten wir, dass a, < 2 fur alle n € N gilt und beweisen
diese Aussage per vollstandiger Induktion:

¢ Induktionsanfang: n = 1
Far n =1 erhalten wir :

1
a1=Z§2\/

¢ Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fiir ein n € N.

¢ Induktionsschritt: n — n+1
Mit quadratischer Erganzung erhalten wir:

1 2
dna = 2'an_§'an

_1.(3,27_4.3,7)

—7-( ,2,—4-an+4—4)

’
=2-5-(@-2°

An dieser Stelle erhalten wir einen Sonderfall, denn die letzte Aussage ist eine wahre
Aussage, die ohne die Induktionsvoraussetzung giiltig ist. (a, — 2)? ist fir jeden Wert
an positiv, sodass wir etwas von 2 subtrahieren und das Ergebnis daher kleiner gleich
2 ist. Dies bedeutet, dass alle Folgeglieder, die mit Hilfe der obigen Bildungsvorschrift
der Folge gebildet werden, unsere Behauptung erfullen. Mit Hilfe der Induktion stellen
wir sicher, dass die Behauptung ebenso fir den Startwert a4 gilt. (An dieser Stelle wéare
eine Induktion also nicht zwingend notwendig gewesen.)

1] 1l
- N

\V]

Es bleibt der Nachweis der Monotonie. Diese kénnen wir ebenfalls direkt ohne Induktion
beweisen. Durch die gezeigte Beschranktheit a, < 2 erhalten wir:

1 1 1 1
apy1—an = 2-an—§~aﬁ—an = an—§~a,2, = ap- (1 —2~an) > a,- <1 —2-2) =0
Damit ist die Folge monoton wachsend und nach oben beschrankt. Wir diirfen nun den Satz
der monotonen Konvergenz anwenden und erhalten das Ergebnis vom Beginn der Aufgabe.
Da a=0und a =2 als Grenzwerte in Frage kommen, erhalten wir mit a = 2 die Lésung, da
die Folge monoton wachst und bereits bei a; = } beginnt.

b) Bei dieser Folge betrachten wir erneut die ersten Folgeglieder. Es gilt
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.a1=

IR

oa2= = —

Die Folge ist daher nicht monoton. Wir sehen zudem, dass die Folge zwischen den Werten
1 und —J wechselt, sodass sie unbestimmt divergent ist.

Lésung zu Aufgabe 22
Wir werden zeigen, dass die Folge (a,) mit dieser Bedingung eine Cauchy-Folge ist. Dazu
benutzen wir die geometrische Summenformel.

Zunéachst beweisen wir fir k € N induktiv:

1 n—1
|ans —an| < (2) -|laz —ay

¢ Induktionsanfang: n = 1
Wir sehen direkt:

N
las —ay| = (2) laz—ay|

¢ Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fur ein n € N.

¢ Induktionsschritt: n — n+1
Wir wenden zunachst einmal die Eigenschaft aus der Aufgabenstellung an sowie im An-
schluss die Induktionsvoraussetzung und erhalten:

ILV. n—1 n
ap,o—a |<1|a —a|<1 1 |afa|—1 las —aq| v/
n+2 n+l1| > > n+1 nl = > P 2 11 = P 2 1

Aus der Definition der Cauchy-Folge missen wir eine Aussage Uber |a, — ap| treffen. Diese schrei-
ben wir im Folgenden durch eine zusatzliche natirliche Zahl k € N durch |a,,x —an|. Nun addieren
wir alle fehlenden Folgeglieder zwischen a,,,und a, und ziehen sie wieder ab, sodass wir die
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gerade bewiesene Eigenschaft benutzen kénnen. Insgesamt erhalten wir:
=0
—_——~
lank —an| = |@nik —@psk—1+8psk—1 —--- —8nst +8net —an

=0

< |@nsk — nik—1|+|8nik—1 — Bnik—2| + ... +|8ns1 —an
k—1

= Y |ans1sj — andl
j=0

k—1 (1 >f71+/
< 5 ‘|laz — a4
j=0 2

I}

)

N

\

ke
7N\
N =
N———
]
|
— : =
I |
o -
7N\
N =
\_<

A
)
N

|

o
N
| —
S
|
{ aof
N
| =
N———
<

1]
QD
N
|
»
/N
N

1]
)
N

|
»

S
N =

I

N

o

n

\

L
A~
| =
~
3>

Aufgrund der Konvergenz der geometrischen Folge finden wir zu jedem ¢ > 0 ein ng, sodass fur
alle n € N mit n > ng die Ungleichung
1 n
(2) < €

gilt. Damit erhalten wir fir m > n
=ceR

1 n
an-an = ap-anl < 4-laz-ail-(5) < Flap-arl

Da der Faktor vor dem ¢ eine Konstante ist und wir fir m < n die Rollen von m und n tauschen
kdnnen, ist (a,) eine Cauchy-Folge und damit konvergent.

Lésung zu Aufgabe 23

a) Mit den Abschatzungen

SR G R
vn T n T n
folgt aus dem Sandwich Lemma, dass
_4\n
lim a, = Iim(1) =0

n— oo n—o0 n
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gilt. Eine konvergente Folge besitzt nur einen Haufungspunkt, namlich ihren Grenzwert. Da-
her ist

limsup a, = liminfa, = 0.
n—oo n—oo

b) Rekapitulieren wir, dass

n
lim (1+i() = e
n

n—oo

gilt. Im Folgenden stellen wir die Vorschrift der Folge (a,) etwas um, damit wir obige Konver-
genz benutzen kénnen. Wir erhalten

(_1)n 3n (_1)n 2n g
an=(1+ Zn) =<(1+ 2n) > ,

sodass im Exponent so wie im Nenner in der Klammer der gleiche Wert 2n steht.

Betrachten wir nun aufgrund von (—1)" die beiden Teilfolgen (asx) und (as.1), so er-
gibt sich

(71)2k 4k % 1 4k % s
e - ((S5)) - ((e)) -

( 1)2k+1 4k+2 % 1 4k+2
. _ . _7 . o _ -1
A, Azt = lim, ((“ 4k +2 ) ) A ((1 4k+2) ) = ()

Einen weiteren Haufungspunkt kann die Folge (a,) nicht besitzen, da jede Teilfolge von kon-
vergenten Folgen (also von (ask) und (axk.1)) wieder gegen den gleichen Grenzwert konver-
gieren. Insgesamt erhalten wir:

N

N

limsupa, = e
n— oo

. _3
liminfa, = e 2
n—oo

Lésung zu Aufgabe 24

Das Ergebnis haben wir in der letzten Aufgabe mathematisch ungenauer benutzt und behauptet,
dass keine weiteren Haufungspunkte der Folge existieren kénnen. Dies beweisen wir an dieser
Stelle.

Eine Folge ist genau dann konvergent, wenn sie genau einen Haufungspunkt a € R besitzt.
Daher bezeichnen wir

Am, 2en = Im 2an.1 = 2
und zeigen, dass fir die Menge aller Haufungspunkte HP die Gleichheit

H = {a}

gilt. Prinzipiell handelt es sich um die Gleichheit von zwei Mengen, sodass wir die beiden
Teilmengeneigenschaften zeigen:
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Da (a»,) und (as,.1) jeweils konvergente Teilfolgen von (a,) sind, ist ihr Grenzwert automa-
tisch in H enthalten, sodass

{a} C HP
gilt.

Auf der anderen Seite zeigen wir flir jeden weiteren Haufungspunkt b € HP, dass b = a
gelten muss. Da b ein Haufungspunkt der Folge (ap) ist, existiert eine Teilfolge (an, ), sodass

lim a, =b
k— o0 M
gilt.

Angenommen unendlich viele Folgeglieder von a, sind gerade, dann existiert eine Teilfol-
ge der Teilfolge (a, ) die aus diesen geraden Elementen besteht. Damit ist (ap, ) aber auch eine
Teilfolge von (a,,). Da (as,) konvergiert, konvergiert jede Teilfolge gegen den gleichen Grenzwert
und somit folgt b = a.

Sind nur endlich viele Elemente von (an ) gerade, so mussen unendlich viele ungerade
Elemente existieren, sodass wiederum eine Teilfolge (ank,) dieser Teilfolge existiert, die nur aus
diesen ungeraden Elementen besteht. Damit ist (ank,) aber auch eine Teilfolge von (as,.1). Da
(asn+1) konvergiert, konvergiert jede Teilfolge gegen den gleichen Grenzwert und daher ist b = a.

Da keine weitere Mdglichkeit existiert, kann (a,) nur den Haufungspunkt a besitzen und
konvergiert gegen a.

Lésung zu Aufgabe 25

Wir zeigen, dass fir alle ¢ > 0 ein ng € N existiert, sodass fiir alle n, m > nqg der Abstand |a, —an|
kleiner ¢ ist. Dazu betrachten wir zunéchst den Abstand der Folgeglieder. Sei ohne Beschran-
kung m > n, so kénnen wir die Betragsstriche weglassen. Ist dies nicht der Fall kbnnen wir die
Reihenfolge von n und min |a, — an| tauschen. Damit folgt:

11
n2  m2

m2 — n? - m? 1
m2.n2 — m2.n2  n2

lan —am| =

In einer Nebenrechnung bestimmen wir nun fiir € > 0:

1

1
<e & <h & —=<n
P NG
Wir wahlen unser ny daher als
n |'ff| = i
M BVZ
und erhalten fur alle n, m > ng:
1 1 1 1
lan—am| < 5 < 5 < = = =€

n? =~ on§ 0 1)
NG

Damit ist (a,) eine Cauchy-Folge.
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zu Reihen und die eulersche Zahl
Lésung zu Aufgabe 26

a) Die erste Summe berechnen wir Uber die Anzahl der Summanden multipliziert mit der Sum-
mationsvorschrift, da diese nicht vom Summationsindex abh&ngt. Die Anzahl der Summan-
den erhalten wir Gber die Formel

obere Grenze — untere Grenze + 1.

Damit ergibt sich:

11
Yy 3=(11-0+1)-3 = 36.
k=0

b) Bei diesem Beispiel wenden wir die Linearitdt der Summe an und die Regel des kleinen
Gauf3. Damit erhalten wir

25 25 25
Y 3k-1=3Yk-Y1
k=0 k=0 k=0
_ 3.2 o5 041).1
2
= 97526
= 949.

c) Diese Aufgabe I6sen wir mit Hilfe er geometrischen Summenformel mit g = 3. Wir erhalten

0 31 177147 -1
Yy 3 =5 = 5 = 88537.
k=0 o

d) Bei der letzten Aufgabe liegt ebenfalls eine geometrische Summenformel vor. Um die ge-
schlossene Formel anwenden zu kénnen, benutzen wir zunachst einen Index-Shift um 2
nach unten. Insgesamt gilt:

Lésung zu Aufgabe 27

Bei dieser Aufgabe rufen wir uns ins Gedachtnis, dass das Berechnen von unendlichen Summen
in der Regel schwierig und komplex ist. Jeder der folgenden Reihen wird daher entweder auf der
geometrischen Reihe oder Teleskopreihen basieren.

a) Zunachst stellen wir die Reihe mit bekannten Rechenregeln wie der Linearitat und Potenz-
gesetzen um, sodass wir zwei geometrische Reihen erhalten. Dies kommt einer Umordnung
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gleich, da die geometrische Reihe jedoch absolut konvergiert, ist es legitim. Insgesamt er-

halten wir:
00 1 k 2 2k+1 %) 1
X(:)-(5) -LG

Sy (Nigy 4)k
k=04 3k=09
1 2 1

B 1 3 . 4
-4 1-3
_4._6

"3 5

_ 2

" 15

b) Diese Reihe bringen wir entweder mit Partialbruchzerlegung oder mit Hilfe des im Heft
gezeigten Tricks in die Form, dass wir die Teleskopreihe erkennen.

Mit Trick:
o Wir zeihen die beiden Faktoren des Nenners voneinander ab:

(k+3)—(k+1) = 2
o Wir korrigieren den Wert 2 durch den Vorfaktor % und erhalten

(k+1)-(k+3) 2 (k+3)-(k+1) 2

1 1 (k+8)—(k+1) 1 (1 1
(k+1 _k+3)

Mit Partialbruchzerlegung:

e Zunachst stellen wir die Bedingung nach den Regeln der Partialbruchzerlegung auf.
Wir suchen A, B € R, sodass

1 A B A-(k+3)+B-(k+1) (A+B)-k+(3A+B)

(k+1)-(k+3) T k+1 +k+3 - (k+1)-(k+3) - (k+1)-(k+3)

gilt.

e Im Anschluss fuhren wir einen Koeffizientenvergleich durch. Im Zahler auf der linken
Seite ist kein k enthalten, sodass der Vorfaktor 0 sein muss und der Wert ohne K ist 1.
Damit 16sen wir:

A + B
3A + B

1l
- O
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Ziehen wir die erste von der zweiten Zeile ab, erhalten wir

A + B
2A = 1

1]
o

1
Aus der zweiten Zeile folgt A = > Setzen wir dies in die erste Zeile ein, so ergibt sich

B = —15. Insgesamt kommen wir zum gleichen Ergebnis wie durch den Trick:

1 _ A LB 111
(k+1)-(k+3)  k+1 k+3 2 \k+1 k+3)°
Damit erhalten wir eine Teleskopreihe, denn es gilt
i1_1 LI YL YA L Y L I DY (LI
o k+1 k+3 1 3 2 4 3 5 4 6) 7 \n+1 n+3

+1 1 1
2 n+2 n+3

und wir berechnen die Reihe durch

4 1

1 1
imy -
n|—>oo,§(’)(k+1)-(k+3)

n
FLUD D Rl

N =

—1-Iim 1+1—71 —71
T 2 nooo 2 n+2 n+3

AW N —

¢) Beider dritten Aufgabe handelt es sich ebenfalls um eine Teleskopreihe in bei der sich jeweils
zwei Differenzen erkennen lassen, denn

Y vk T2 VK vk T = (VB Vi Vi+v0)+ (V- V2 /24
k=1
+V4-V3-V3+2)

+...

Wir betrachten die Summationsvorschrift als die Differenzen vk + 1 — vk und vk —1 — vk.

(Neue Farbbelegung ab hier:) Wir erkennen zudem, dass aus der ersten Differenz
der erste Summand von —v/k und der letzte von vk + 1 stehen bleibt sowie aus der zweiten
Differenz der erste von vk — 1 und der letzte von . Damit berechnen wir die Reihe durch

lim zn:\/m—z-ﬂﬂ/ﬁ: VI+V0+vVn+1—n = Vn+1—vn-1.
k=

n—oo

lim — lim
n—oo n—oo



32

1. Lésungen

Mit den Hilfsregeln zur Konvergenz von Differenzen von Wurzeln erhalten wir abschlie3end:

vVn+1++/n
lim vn+1—+vn—-1 = Ilim (Vvh+1—-vn) —— — 1
n— oo f n—>oo( \F) 1/n+1+\ﬁ
. n+1—-n
= lim ————1
n—oo \/n+1++/n
YL
n—co \/n+1++/n
=0-1

= 1.

d) Bei dieser Reihe wenden wir erneut den Trick beziehungsweise die Partialbruchzerlegung

an. Da wir im zweiten Beispiel bereits beide Varianten durchgefihrt haben, beschranken wir
uns bei dieser Aufgabe auf den Trick. Es gilt

1 1 1 (k+1)—(k—1) 1.( 1 1 )

k2—1  (k—1)-(k+1) 2 (k=1)-(k+1) 2

k=1 kel
Damit berechnen wir den Wert der Reihe durch

4 1 1

e C P .
T2 noeo 2 n n+1

1 1
= 2<1+2>

3
T

e) Diese Reihe formen wir wie schon im ersten Beispiel in zwei geometrische Reihen um und

kénnen sie im Anschluss berechnen. Dabei dirfen wir nicht Ubersehen, dass die Reihe bei
k =1 beginnt, sodass wir in der Formel der geometrischen Reihe eine zusatzlich —1 erhalten.
Es qilt

003_21( 00 3 00 2k
I; 5k+1 ES.SK k§5 k
RO R
S k=1 > S k=1 S
3 1 1 1
B PR e -
5 5
_ 3112
- 4 5 3
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Lésung zu Aufgabe 28

k
a) Fur das Quotientenkriterium berechnen wir fiir a, = ﬁ

Definition. Im Anschluss Iésen wir den Doppelbruch auf und bringen die Faktoren zusammen
auf einen Bruch, die sich kiirzen lassen. Es gilt:

den Wert g entsprechend der

2k+1
k| _ (k+2)l| 2kt (k+1)!
i e i R T
(k+1)!
2k (k+1)! 1 1
=i S e = | 2. = lim2 —-=
IMSUP & (k) =~ ImSUP2-gms = fim 2-55= 0

Da der berechnete Wertq = 0 < 1 ist, konvergiert die Reihe nach dem Quotientenkriterium.

ok , 3k
b) Fur die zweite Reihe gehen wir analog vor. Mit a; = (k')3 folgt:
2k+1 +3k+1
A+1 . ((k+1)1)2 . A N ()
limsu = limsup | ———=—| = limsu .
k%op ak k%op ok 4 3k ,Hoop (k+1)))2 2k43k
(k1)
i 1+3k+1 (k') i ok+1 +3k+1 1

TSI TR R (ke 1)) T P Tk 3k (ke 1)2

Dabei konnten wir die Fakultdt auch zum Quadrat kirzen, da jeder Faktor quadriert wird
und somit im Z&ahler und im Nenner auftaucht.

Wir zeigen, dass der erste Faktor konvergiert, sodass wir statt des limsup den lim be-
rechnen kénnen. Dazu klammern wir den am schnellsten wachsenden Term des Nenners

3k aus und erhalten:

2k 3.3 2\ ¥
ok+1  gk+1 ( 3k 3k > 2 <3> +3
lim = —— = |i = i
e 2R eak T e ( ) T e T oK
<> +1
3
o m 2 (3> fam S 2043
- o\ k T0+1
lim <> + lim 1
k—oo \ 3 k— oo
Insgesamt folgt daher
2k+1 +3k+1 1
| k+1 — H . _ 30 _ 0
9= S | T T okak (k1)

Da g < 1 konvergiert die Reihe nach dem Quotientenkriterium.
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Lésung zu Aufgabe 29

a) Fir das Wurzelkriterium berechnen wir den Wert g entsprechend der Definition. Mit der Vor-
, 1
schriftay = V3k. T folgt:

limsup &/|ax| = limsup (/|V3 = limsup \/ —
k— o0 k— o0 k— o0 4
= limsup \/ V/3k k hmsup\f _ V3
k—oc0 4 K—s00 4
Daqg = limsup {/|ax] = — < 1 ist, konvergiert die Reihe nach dem Wurzelkriterium.

k— o0

k2
b) Wir berechnen analog fiir ax = <kk+1> :

limsup ¢/|ak| = Ilmsup

= limsup <k>k
k—o0 — 00 k—o00 k +1
Diese Folge bringen wir in eine uns bekannte Folge, indem wir im Z&hler geschickt eine 0
addieren und anschlie3end den Nenners des negativen Terms kleiner schéatzen:

k

=0

_ K\ K1 —1 , 1 \"
limsup 1) I|lr(nsup P = I|/r(nsup 1— P
—00 — 00

k— o0
1\ K
limsup (1 — )
k— o0 k

1 k
lim (1—-

IN

Dag = limsup ¥/|ax| < % < 1 ist, konvergiert die Reihe nach dem Wurzelkriterium.

k— o0

Lésung zu Aufgabe 30

a) Fir die Vergleichskriterien betrachten wir den am schnellsten wachsenden Term des Nen-
ners und des Z&hlers, sodass wir ein Gefuhl fir die Konvergenz oder Divergenz erhalten.
In diesem Beispiel ist der Zahler konstant 1, wahrend der am schnellsten wachsende Term

des Nenners 2k3 ist. Die Reihe verhélt sich ,im Unendlichen* also wie — Tk , sodass wir Kon-
vergenz vermuten und das Majorantenkriterium anwenden wollen. Diese Schlussfolgerung

1
basiert auf der Aussage dass eine Reihe Uber a genau dann konvergiert, wenn o > 1 gilt.

Daher schatzen wir den Nenner nach unten ab und erhalten:

2k —k+1 > 2k®—k > 2k3 — k3 = k5.
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Fur die Reihe ergibt sich
v 1

§m<,§ks

sodass sie nach dem Majorantenkriterium konvergiert.

b) Beim zweiten Beispiel gehen wir &hnlich vor. Wir erkennen direkt, dass

2
—+k+1 > Kk
N/ >
gilt, sodass die Summationsvorschrift zum Einen keine Nullfolge ist und damit nach dem
Nullfolgenkriterium nicht konvergiert und zum Anderen mit dem Minorantenkriterium die Di-
vergenz aus der Abschatzung

k=

SEONE
k=2

N
%\N

folgt.
Lésung zu Aufgabe 31

a) Damit die Reihe nach dem Leibnizkriterium konvergiert, muss (a,) alternierend und (|ak|)

eine monoton fallende Nullfolge sein. Da \/ v/ vk > Ofiir alle k € N, folgt die erste Eigenschaft
aus

ar-a =~ CW et [ e t) = Vi) < 0

VRt JVVk

Da die Wurzelfunktion monoton wachsend ist, ist auch die Verknipfung mehrerer Wurzel-
funktionen monoton wachsend, sodass der Kehrwert monoton fallt. Mit Potenzgesetzen folgt

.

1 1 1\8
lim |ax| = = lim — = lim () = 0.
k—o0 k—oo kg k—oo \ K

Damit ist die Reihe nach dem Leibnizkriterium konvergent.

9

b) Wir beweisen die gleiche drei Bedingungen fiir das Leibnizkriterium. Zun&chst betrachten
wir die Funktion sin (%)
Zum einen gilt
0<1<1< sodass sin 1 >0
k 7r b k putiy
fir alle k € N ist.
Zum anderen erhalten wir die Ableitung der Abbildung sin(x) : [0, 1] — R mit
d sin(x) = cos(x)
dx N

Aufgrund von cos(x) > 0 fur alle x € [0, 1] ist sin(x) monoton wachsend.
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K
gilt wegen der Stetigkeit der Sinusfunktion

. A . 1 .
kIL)moo sin (k) = sin (kll_>moo k) = sin(0) = 0.

Damit ist (|ak|) eine monoton fallende Nullfolge und mit
ake-ax = (—1)*".sin T (1)K -sin 1
et K k+1 k
1 1
_ (_q\2k+1 i I R o
= (—1) S|n(k+1> sm(k>
L .sin 1
k+1 k

ist die Folge (a) alternierend, sodass die Reihe nach dem Leibnizkriterium konvergiert.

Da . eine monoton fallende Folge ist, ist sin (%) ebenfalls monoton fallend. Zudem

|
|
@,
>
7N

<0

Lésung zu Aufgabe 32

Bei dieser Aufgabe besteht fir jede Reihe eine freie Wahl der Konvergenzkriterien. Meistens sind
mehr als ein Kriterium oder sogar fast alle zielfihrend. Wir beschranken uns in den Lésungen auf
die, die unserer Meinung nach angenehmer fir die entsprechende Aufgabe zu rechnen sind:

a) Bei dieser Aufgabe bietet sich das Minorantenkriterium an, da der am schnellsten wach-
sende Term des Nenners vk +3 ist, wahrend der Zahler konstant bleibt. Wir vermuten ,im
Unendlichen” ein Verhalten der Reihe wie # und damit ihre Divergenz. Um das Kriterium
anzuwenden, schatzen den Nenner passend nach oben ab:

Vk+3+vVk—1 < Vk—1+vk—1 = 2-/k—1

Damit ergibt sich fiir die Reihe mit einem Index-Shift um 1 nach der Absché&tzung

- 0> -
,é\/k+3+\/k—1 T i 2-vk-1
1T & 1
= 3 ,;\/R
:QO,

sodass die Reihe nach dem Minorantenkriterium divergiert.

b) Das (—1)¥ verleitet uns dazu, das Leibnizkriterium anzuwenden. Die Folge (ay) ist alternie-
rend, da
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Zudem ist (|ax|) eine monotone Nullfolge, da die Wurzelfunktion monoton wachsend ist, so-
dass der Kehrwert monoton fallt. Die Multiplikation mit 2 &ndert an dieser Aussage nichts.
Die Nullfolge folgt aus dem Sandwich-Lemma mit:

. 1
0= n'LmOOT < moe O
Damit konvergiert die Reihe nach dem Leibnizkriterium.
Bei dieser Reihe bietet sich das Wurzelkriterium an, da wir einen kompletten Ausdruck po-

tenziert mit k vorliegen haben. Daher berechnen wir das g entsprechend der Definition und
erhalten

’ k
limsup ¢/|ax| = limsup ¢ (—k+\/k2+1>
k—o0 k—o0 2

= Iimsupl—k+\/m
k—o0 2

Wir zeigen die Konvergenz der Folge indem wir eine passende Erweiterung multiplizieren,
wie wir sie bei Differenzen von Wurzeln machen wirden. In diesem Fall interpretieren wir
—k+Vk2+1 als Vk2+1—Vk2. Es gilt

vke+1+k
lim —+Vk2+1—k lim —+(Vk2+1+k)-
kl—>moo * kl—>moo + \/WJ,;(
- im 1 k2 +1—k2
k=00 2 \Kk2+1+k
1
= |im

1
Koo 2 VK21 +k
1

= §+0
_ 1
=5
Damit erhalten wir
g = limsup ¥/jay| =
k— oo

sodass die Reihe nach dem Wurzelkriterium konvergiert.

Bei dieser Reihe Uberlegen wir uns, dass der Z&hler zwar von k abhéngt, er aber beschrankt
ist. Da im Nenner der am schnellsten wachsende Term k* vorkommt, vermuten wir insge-
samt Konvergenz und benutzen das Majorantenkriterium.

Mit Blick auf Aufgabe Aufgabe 33 schétzen wir den Zahler betraglich nach oben und
den Nenner nach unten ab. Zum Einen gilt
\2+(—1)’<-3‘ < |2\+‘(—1)k-3\ -2+3=5

und zum Anderen erhalten wir

k*+1 > k&,
Damit folgt fur die Reihe
2+(
hy k41‘ Zk4 -5 Zk“ o

sodass die Reihe nach dem Majorantenkriterium absolut konvergiert.
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e) Auch bei diesem Beispiel wenden wir das Majorantenkriterium an. Der Zahler ist beschrankt
und im Nenner missen wir aufgrund des Produkts den am schnellsten wachsenden Term
Vk2.vVk3 = VK5 betrachten. Daher vermuten wir Konvergenz und schatzen den Nenner
nach unten ab:

Vk2+1.-VKk3—1 = /(k2+1)-(k8—1) = VKS+k8 —k2—-1 > /K5
Dabei ist die letzte Ungleichung ab k = 2 erfillt, da
K3 = k-k? > 2.k? = k2+k? > Kk?+2.
Damit gilt fiir die Reihe
S 2 S 2
< — =2
kgz K2+1-y/k3 1 ,(22\//3 P

sodass die Reihe nach dem Majorantenkriterium konvergiert.

D18

1|

N

= —
o

f) Bei dieser Reihe bietet sich das Wurzelkriterium an, da wir ein k im Exponenten haben. Fir
ax = 2=~k perechnen wir

limsup {/|ax| = limsup { ‘2(—1)"—k’
k— oo k— o0

1

. =1k
limsup2 %
k— o0

. =k _
lim 27« 1
k— o0

2071

1
5.

< 1 konvergiert die Reihe nach dem Wurzelkriterium.

N =

Dagq =

g) Aufgrund der Fakultat bietet sich das Quotientenkriterium an, da sich diese sehr leicht kiirzen

k!
lasst. FlUr a, = Wk berechnen wir entsprechend der Definition:

(k+1)!
. Ak +1 . (k +1)k+1
limsup |—| = limsup |———~—
k~>oop ak k%oop ﬁ
Kk
k+1) Kk
= limsup (k1)

Koo (K+1)KT KL

imsup K (k1)
o (K 1yF Kl

kk
l L
MR T k1)

(k+1)

PN
li —
msop ()
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k
Wie in Aufgabe 29 b) bereits gezeigt, konvergiert die Folge mit der Vorschrift (%) gegen

1, sodass die Reihe nach dem Quotientenkriterium konvergiert, dag = 1 < 1.

h) Die Reihe unterscheidet sich nur geringfligig von der letzten, sodass wir erneut das Quoti-
entenkriterium anwenden. Da das zuvor berechnete g > 0 war, vermuten wir jedoch, dass
die Reihe durch das Quadrat im Zahler nicht mehr konvergiert, sodass wir entsprechend der
Definition des Quotientenkriteriums den liminf betrachten. Es folgt

(k+1))?

k+1
fimint |2 | < jiming | K1)
k—oco | 8k k—00 (k1)?
Kk

(k+1))2 K

koo (k+ 1)1 (K1)

liminf K .<(k+1)!>2

ksoo (K+ 1)+ K1

]
5
§

L. Kk
i T e 1

k k
i () e
Wir haben bereits gesehen, dass der erste Faktor konvergiert und damit beschrankt ist. Der
zweite Faktor divergiert bestimmt gegen unendlich, sodass die Reihe nicht konvergiert.

(k+1)2

i) Auch bei dieser Reihe lohnt es sich das Quotientenkriterium anzuwenden, da Fakultaten
im Spiel sind. Ohne Weiteres lasst sich an der Reihe kein Konvergenzverhalten erkennen,
jedoch benutzen wir direkt den liminf, da die Reihe nicht konvergiert. Theoretisch hatte man
auch mit dem lim sup starten kénnen und gesehen, dass es nicht funktioniert. Insgesamt gilt:

_ @k
.. Ak 1 IRRTI w
bl i Bl UL 73
3k (k!)
~ iming Bk 3 (k)

koo 351 ((k+1))  (3K)!

(Bk+3))l 3K (k)

= Mt G ke 1))
= liminf(3k+3)-(3k+2)-(3k +1) 1 !
- k—o0 3 k+1

liminf (3k +2) - (3k +1)

k— o0

=

Dabei haben wir im letzten Schritt 3k + 3 mit 1 und k + 1 gekdrzt. Wir sehen, dass die vorletzte
Zeile gegen unendlich strebt, sodass die Reihe nicht konvergiert.
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Lésung zu Aufgabe 33
Generell lassen sich alle absolut konvergenten Reihen ohne Weiteres umordnen:

¢ Die erste, achte und neunte Reihe divergieren, somit ist eine Umordnung nicht erlaubt.

e Die zweite Reihe konvergiert zwar, jedoch konvergiert sie nicht absolut, da die Reihe Uber
3%//? divergiert, sodass auch hier keine Umordnung stattfinden darf.

¢ Alle weiteren Reihen konvergieren absolut und dirfen beliebig umgeordnet werden.

oo (_q\k
BekanntermafBen konvergiert die Reihe Z ( /:)

k=1
absolut konvergent, daher dirfen wir sie nicht nach Belieben umordnen. Wir erhalten fiir jede
ungerade Zahl k ein negatives und fur alle geraden Zahlen k ein positives Folgeglied. Fassen wir
wie beim Cauchy’schen Verdichtungssatz jeweils 27! negative Folgeglieder fiir das n-te positive

Folgeglied zusammen, so ergibt sich

nach dem Leibnizkriterium, aber sie ist nicht

271 mal
1 1 1 S 1 1 1 B on—1 _ 1
oy T +2n+3+...+2n+1_1 > onrd +2n+1 +...+2n—+1 = omT T 7

1
Verrechnen wir diese Blécke, die jeweils 1 ergeben mit der positiven Zahl, die mit jedem Block

kleiner wird (wahrend } gleich bleibt), so erhalten wir

PR S U (L O (L L BRI I
2 4 \5"7)"6 \9"11713715) 8

\3/ —_———
=3 > >
1T 1 1 1 1 1 1
<A+ ——F—— s ——+ = —
2 4 4 4 6 4 8
<& 0 -k =4

Wir erhalten auf diese Weise mindestens unendlich oft den Summanden —11—2, sodass diese Um-

ordnung gegen —oc divergiert.
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1.4 zu Stetigkeit
Lésung zu Aufgabe 34

a) Wir nehmen eine beliebige Folge (xp)nen mit

lim x, = xeR.
n—oo

Dann folgt mit den Grenzwertséatzen (GWS), dass

. . 1 Gws 1 1 1
I|mf(xn)=llm—2 = f=—=—2=f(
n—o0 n—oo x2 lim x,- lim x, X-X X

n—oo n—oo

lim x,,) .
n—oo

Damit ist die Funktion nach dem Prinzip der Folgenstetigkeit stetig.

b) Da die Funktion lediglich den Definitionsbereich [1, co) besitzt, kénnen wir den Betrag weg-
lassen und erhalten mit den Grenzwertsatzen direkt

GWS
lim f(x,) = lim (x2+x,) = lim xp- lim xp+ lim X, = x-x+x = x2+x = f( lim x,,).
n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo

Damit ist auch die zweite Funktion nach dem Prinzip der Folgenstetigkeit stetig.
Lésung zu Aufgabe 35

a) Fur das e-6-Kriterium betrachten wir fir x, xg € [1, o) zundchst den Abstand der Funktions-

werte:
1 1 X2 — x? X +Xo
f(x) —f(x, = |—-———| = 0 = |Xx—Xqo| ———
| ( ) ( O)l X2 Xg X2~Xg | Ol X2~X§

Da sowohl x als auch xg durch 1 nach unten beschrénkt sind, kbnnen wir den Nenner mit 1
nach unten abschétzen, so erhalten wir

[f(x) —f(xo)| = [x—Xo|-[x+Xol-

Den ersten Faktor kénnen wir bald durch § nach oben abschatzen, jedoch missen wir den
zweiten Term noch unter Kontrolle bekommen, da § nicht von x und xg abhangen darf. Daher
berechnen wir

[Xx +Xg| = [X—Xg+Xo+Xg| < |X—Xp|+2|Xg| < d+2|xg] = §+2xp.
0

Insgesamt haben wir nun fast alles, um die Stetigkeit zu beweisen. Sei ¢ > 0 beliebig und
Ix —xo| < 4, dann folgt

If(x) —f(x0)| = |x —Xo| - (Xx+Xg) < 0-(5+2xp).

Da das doppelte ¢ stort, kdnnen wir annehmen (das kénnen wir immer), dass § < 1 sein
soll. Damit ist

If(x) —f(x0)| < d-(1+2xp).
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Insgesamt fordern wir zudem, dass § < sein soll, damit

1S
1+2X0

If(x) —fxo)| < “(1+2x0) = ¢

9
1+2X0

folgt. Wir finden somit flr jedes e >0 ein § = min (1, > sodass die Implikation

_c
1+2X0
X —xo| <e = |[f(x)—f(xg)| < &

gilt. Damit ist f nach dem e-§-Kriterium stetig.

b) Flr die Wurzelfunktion berechnen wir zunachst

()~ f(xo)| = |Vx —v/Xo| = ‘(ﬁ—ﬁo)-m
x2—x2 X2 —x3
XX | T VIV
<2

1
= 5 Ix=Xol-|x+xo]

Damit kdnnen wir analog zum ersten Beispiel vorgehen und die Stetigkeit beweisen.

Lésung zu Aufgabe 36
Zunachst behandeln wir die Unstetigkeit:

Sei x € [0,1] N Q, sodass f(x) = x. Wir finden zu beliebig kleinem ¢ > 0 immer ein xg
mit

|x —Xxo| < ¢ undxg € R\Q,
sodass f(xg) =1 — xq. Daraus folgt
[f(x) = f(xo)| = [x—(1—Xo)| = [x+Xo—1]

Betrachten wir den Fall x < % so fordern wir

5 (die Halfte der Strecke von x zu %),

sodass xg < % sein muss, sodass x +xg < 1 gilt. Wir wahlen explizit xo = x + § und erhalten

1
2

X+xg—1]1=1-Xx—xp = 1-2x—-§ = 1-2x— 5

(1-2x) > 0.

AW

3 3, .
= Sax =

Da der Wert x fest ist, kann er nicht beliebig klein werden. Beispielsweise zu ¢ = % (1—-2x) > 0
erhalten wir den Widerspruch

S -2x = 2.

I (1—-2x) = 2-¢ > ¢,

| W



1.4 zu Stetigkeit 43

sodass f fiir x < } nicht stetig ist.

Der Fall x > % funktioniert analog. Tauschen wir die Rolle von x und xp so erhalten wir die
Unstetigkeit an allen Stellen x € R\Q, sodass wir uns nun auf die Stetigkeit in x = % konzentrieren.

Seix = }, dann gilt

= |—X+Xg| = |X—Xg| < &

- - 1ix
= 5 0

1600l = |t () - )

- |z-0-x)

Wahlen wir § = ¢ folgt die Behauptung.

Lésung zu Aufgabe 37
a) Die Logarithmusfunktion ist auf allen positiven Zahlen definiert und stetig. Da 1 +x2 > 0 fiir
alle x € R gilt, ist f als Komposition stetiger Funktionen auf ganz R stetig.

b) Sowohl a-x als auch x +a sind als Komposition stetiger Funktionen wieder stetig. Daher
geniigt es den Ubergangsschritt zu Giberprifen. Es gilt

limf(x) = lima-x = 2a
xT2 x12

und

lmf(x) = 1(2) = 2+a.

Wir erhalten die Gleichheit durch
2a =2+a & a =2
Die Funktion f ist fir a = 2 auf ganz R stetig und fur a # 2 auf R\{2}.

c) In diesem Beispiel sind x? —ax, x +b und b-x? + b als Komposition stetiger Funktionen stetig,
sodass wir erneut die Ubergangsschritte betrachten. Es gilt

limf(x) = limx?—ax = 1-a
X1 xT1

le fx) = f(1) = 1+b
limf(x) = limx+b = 2+b
x12 x12

I- f = f2 =

fim (x) (2) 5b

Setzen wir die letzten beiden Grenzwerte gleich, so ergibt sich

2+b =5b & b = 1
2
Daraus erhalten mit den ersten beiden Grenzwerten
1 1
1—-a=1+= = ——.
a +2 & oa 5

Damitfistfira = —% undb = } auf ganz R stetig, fira # —J und b = } auf R\{1} stetig.
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Ist b +# % liegt keine Stetigkeit an der Stelle x = 2 vor, jedoch kénnen wir eine Stetig-
keit an der Stelle x = 1 erzeugen. Setzen wir die ersten beiden Gleichungen erneut gleich,
erhalten wir

1—-a=1+b & a = -b,

sodass bei dieser Konstellation Stetigkeit in x = 1 vorliegt, ansonsten nicht.

Lésung zu Aufgabe 38

Aufgaben bei denen die Existenz einer Nullstelle gezeigt werden soll, zielen meist auf den Zwi-
schenwertsatz ab, wenn die Nullstelle nicht direkt berechnet werden kann. Ein guter Hinweis ist in
der Regel ein angegebenes Intervall, sodass man die Grenzen einsetzen kann. Da die Funktion
hier auf ganz R definiert ist, Uberlegen wir uns, welche Zahlen wir einsetzen kénnen. Der cos(x) ist
durch —1 und 1 beschrénkt, sodass wir eine negative Zahl einsetzen, damit x® betraglich gréBRer
als x2 + 1 ist. Wir wahlen der Einfachheit halber x = —2, aber es gibt unendlich viele mégliche
Werte, die gewahlt werden kénnen. In diesem Fall gilt

f(—2) = (—2)%+(—2)%2-cos(—2)+1 = —8+4.cos(—2)+1 < —7+4 = 3.
Als weitere (einfache) Stelle wéhlen wir x = 0 und erhalten
f(0) = 03+0%-cos(0)+1 = 1.

Die Funktion wechselt daher zwischen x = —2 und x = 0 das Vorzeichen. Da sie als Komposition
stetiger Funktionen stetig ist, muss sie nach dem Zwischenwertsatz zwischen diesen Werten eine
Nullstelle besitzen.

Lésung zu Aufgabe 39
Wir schreiben den Fixpunkt kiinstlich um, sodass wir den Zwischenwertsatz benutzen kénnen. Es

gilt
flx) = x & f(x)—x = 0.
Die Funktion f besitzt demnach einen Fixpunkt, wenn die Funktion g(x) = f(x) — x eine Nullstelle

besitzt. Da f nach Aufgabenstellung stetig ist, ist g ebenfalls stetig. Wir setzen die Randwerte des
Definitionsbereichs ein uns erhalten

g(0) = f(0)—0 = f(0) sowieg(1) = f(1)—1.

Per Definition gilt f(0) > 0, da der Zielbereich [0, 11] ist. Mit der gleichen Begrindung ist
g(1) < 0, daf maximal 1 werden kann. Entweder ist daher bereits g(0) oder g(1) eine Nullstelle
von g oder sie haben ein unterschiedliches Vorzeichen, sodass zwischen diesen Werten eine
Nullstelle existieren muss. Mit der Existenz mindestens einer Nullstelle von g folgt der geforderte
Fixpunkt fr f.

Lésung zu Aufgabe 40
Fur die gleichméaBige Stetigkeit beweisen wir die Ungleichung

Vx=vy| < Vix—yl.
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Sei dazu nachst x > y, so formen wir &quivalent um:

VX=\Y < WYX=y
e (=) < x-y
S X—=2-VX-\Jy+y < Xx-y
& 2y < 2-x\y
& y < VXYY

Die letzte Aussage ist dabei eine wahre Aussage, denn fir x > y und der Monotonie der Wurzel-
funktion erhalten wir

y = V2= VT < VET = VEY.

Fir x < y l6sen wir den Betrag auf beiden Seiten andersherum auf und erhalten das gleiche
Ergebnis.

Mit dieser Ungleichung folgt fir £ > 0, § > 0 sowie [x —y| < 6

) —fW)] = [Vx=v¥| < VIx—y| < V6.

Wahlen wir § = 2 haben wir die gleichmaBige Stetigkeit gezeigt, da § nicht von xo abhéngt.

Da ein Gegenbeispiel oft ,vom Himmel fallt* und schwierig zu motivieren ist, fihren wir an
dieser Stelle einen fiktiven Gedankenprozess an:

o Die Lipschitzstetigkeit sagt etwas dariiber aus, dass sich das Anderungsverhalten der Funk-
tion nicht zu stark &ndert.

Das Anderungsverhalten der Wurzel ist am steilsten in der N&he von 0 (Ableitung ist

1
2

e Wir wahlen daher als ersten Versuch xg = 0.

Damit nun die Lipschitzstetigkeit erfillt ist, muss
Wx—v0| < L-|x—0] & vx < L-x

gelten.

Ein simpler Widerspruch wére

L > 1+L.

Stellen wir obige Gleichung um, erhalten wir

1
xX<Lx & — <L
Vx < xS

Wenn wir x so wahlen, dass links 1+ L steht, sind wir fertig. Daher wéhlen wir

1 2
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Lésung zu Aufgabe 41
Zunachst die Stetigkeit:
Die Funktion x - sin (;) ist auf R\{0} als Komposition stetiger Funktionen stetig. Damit bleibt der

Ubergang in x = 0 zu Uberprifen:

Sei (xp) eine Folge mit nILm Xn = 0. Dann folgt mit den Abschatzungen —1 < sin(x) < 1
furalle x e R

e
7Xn S Xn‘s|n (X S Xn.

Da sowohl x;, als auch —x, gegen 0 konvergieren, folgt die Stetigkeit aus der Folgenstetigkeit und
dem Sandwich-Lemma.

Far die gleichmafBige Stetigkeit auf (0, 1] betrachten wir die Funktion auf dem Kompakten
Intervall [0,1]. Im ersten Teil der Aufgabe haben wir gezeigt, dass f auf ganz R stetig ist,
sodass wir eine stetige Funktion auf einem kompakten Intervall betrachten, sodass f auf [0, 1]
gleichmaBig stetig ist und damit ist sie dies auch auf (0, 1].

Lésung zu Aufgabe 42
Seien f und g zwei lipschitzstetige Funktionen mit Lipschitzkonstanten L; und Ly. Dann gilt fir
Summe

|(f(x) — f(x0)) + (9(X) — g(X0))|
|f(x) —f(xo)| + g(x) — 9 (X0)|
Ls-|x —Xo|+Lg-[x —Xo|

[F(x) +9(x) = f(x0) — g(xo)|

IN A

(Lt +Lg) - X —Xo-.
Damit ist f + g ebenfalls lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante L + L.
Wir haben bereits gezeigt, dass die Funktion x? auf R nicht gleichmaBig stetig ist. Da f(x) = x und

g(x) = x jeweils lipschitzstetige Funktionen sind, kann das Produkt f(x)-g(x) = x-x = x? nicht
lipschitzstetig sein, da aus der Lipschitzstetigkeit die gleichmaBige Stetigkeit folgt.
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1.5 zu Differenzierbarkeit

Lésung zu Aufgabe 43

a) In diesem Fall berechnen wir
f(x +h) —f(x) X+h+1—(x+1)

h
/ = i _— = i _— = i —_ = i =
f'(x) = ’!|mo h ’!|m0 A Almo h ,!|m01 1.

b) Im zweiten Beispiel qilt:
f(x +h) —f(x)

f'(x) = lim

h—0

- im ((x+h)2—(x+h)) — ((x2—x))
h—0 h
— iim X2 +2xh+h?2 —x—h—x2+x
- h—0 h
. 2xh+h?2—-h
= lim ——/————
h—0 h

= |lim 2x+h—1
h—0

=2x—1

Lésung zu Aufgabe 44
Sei u(x) = a-f(x)+g(x). Dann erhalten wir
u(x +h)—u(x)

u'(x) = f!imo p
. (a-f(x+h)+g(x+h))—(a-f(x)+g(x))
- r!@o h
. a-fix+h)—a-f(x)+g(x+h)—g(x)
= lim
h—0 h
— lim a-f(x+h)fa-f(x)+ im glx+h)—g(x)
h—0 h h—0 h
. f(x +h) —1f(x) ‘ lim g(x+h)—g(x)
h—0 h h—0 h
= a-f'(x)+g'(x).

Dabei dlrfen wir den Grenzwert nur auf zwei Briiche aufteilen, da beide im Nachhinein konvergent
sind.

Lésung zu Aufgabe 45

a) In diesem Fall benutzen wir die Summenregel und erhalten

1
_ 2
f'(x) = 3-x +2-X+1+0—)z.

b) In diesem Beispiel liegt eine Verkettung vor, sodass wir mit der Kettenregel arbeiten. Sei
f(x) = & die &uBere Funktion, sowie g(x) = sin(x) die innere Funktion, so gilt
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c) Bei dieser Aufgabe handelt es sich um ein Produkt von 3 Funktionen, sodass wir in zwei
Schritten Ableiten. Sei

Wir berechnen zunéchst die Ableitung der Funktion f durch

=U'(x) = u(x) ' . .
g'(x) = cos(x)-cos(x)+sin(x)-(—sin(x)) = cos=(x) —sin“(x).
= v(x) = v/(x)

Insgesamt erhalten wir damit

f'(x) = g'(x)-h(x)+g(x)-h'(x)
= (cos?(x) —sin?(x)) - x +sin(x) - cos(x).

d) Im letzten Beispiel wenden wir die Produkt- sowie zweimal die Kettenregel an. Insgesamt
erhalten wir

f(x) = —sin (W) :

x-e*+1.-€%)

1
2-\/x-eX.(

Jon(vie) e

Lésung zu Aufgabe 46

a) Da sowohl x als auch 1 —e* als Komposition differenzierbarer Funktionen differenzierbar
sind, betrachten wir die beiden Grenzwerte von unten und oben gegen die Ubergangsstelle
x =0. Zum Einen gilt

lim 7’((0#’)_“0) = lim
hto h h10

1]
—
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und zum Anderen erhalten wir mit der Reihendarstellung der Exponentialfunktion

im f(0+h) —£(0) - im f(h) —f(0)
hl0 h hl0 h
oy ({_ a0
=Iim(1 e —(1-¢€”)
hl0 h
1-—eh
= |im
hlo
0o hk
=Y
= lim =0
hl0 h
y o
S
= i k=1
o h
0o hk
_h_kz i
= lim =2
hl0 h
0o pk—1
= lim—-1-Y h—l
hi0 k=2

Da der Index k > 2 ist, existiert in der unendlichen Reihe kein absoluter Term ohne h. Wir
dirfen, da die Exponentialfunktion absolut konvergiert, den Grenzwert in die Summe ziehen.
Damit erhalten wir

00 hkf1 k 1
lim—1— Ilm— —-1-0 = —1.
hl0 ,;2 k! Z % hl0 k!

Die Grenzwerte stimmen nicht tiberein, sodass die Funktion in x = 0 nicht differenzierbar ist.

b) Die Funktion |x|'*2-sin )1( ist als Komposition differenzierbarer Funktionen auf R\{0} dif-
ferenzierbar. Fur die Differenzierbarkeit berechnen wir

im fQ+N) —1(0) _ . f(h)—f(0)
h—0 h h—0 h
1
1+a  qf I
. |h|'* - sin (h) 0
- h—0 h

1
lim |h|2-sin{ —
h[>nO| [*-sin (h)
Mit den Abschatzungen der Sinusfunktion erhalten wir

—|h|? < |h|?-sin <,17> < |h2.

Mit a > 0 folgt Aimo |h| = i!imo —|h| = 0, sodass mit dem Sandwich-Lemma die Behauptung
— —
folgt.
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Lésung zu Aufgabe 47

a)

Da

lim sin(x) = Ound lim x =0
x—0 x—0

liegt ein Grenzwert der Form , 5 vor. Daher leiten wir Zahler und Nenner getrennt voneinan-
der ab und betrachten den Grenzwert

gsin(x)
lim 9X " _ jim cos(x) =
x—0 d X x—0 1

dx
Da dieser Grenzwert existiert, folgt mit der Regel von LHospital, dass

. sin(x
lim (x)
x—0 X

= 1.

Da

lim tan(x)—x = Ound lim x3 = 0
x—0 x—0

liegt ein Grenzwert der Form ,,%“ vor. Daher leiten wir Zahler und Nenner getrennt voneinan-

der ab. Die Ableitung des Tangens erhalten wir mit sinz(x) +c0s?(x) = 1 durch

gtan(x) _ d sin(x) _ cos(x)-cos(x) +sin(x)-sin(x) _ 1
dx ~ dx cos(x) cos2(x) "~ cos2(x)’
Damit betrachten wir den Grenzwert
d T
g ) -x o8
lim 24— = |Iim —/——~—
x—0 d 5 x—0  3x2
— X
dx
Da
lim ————1=0und lim3x® = 0
x—0 COS2(X) x—0

liegt erneut ein Grenzwert der Form ,,%“ vor. Daher leiten wir Z&hler und Nenner erneut ge-

trennt voneinander ab und betrachten den Grenzwert

d 1 2-sin(x)
e =
lim dx cos?(x) _ lim 08 (x)
x—0 d 2 x—0 6x
— 3x
dx
Wiederum ist
2-sin(x)

und es liegt ein Grenzwert der Form ,,%“ vor. Wir sehen, dass die Potenz des Nenners immer

kleiner wird, sodass wir einen weiteren Schritt durchfihren und Z&hler sowie Nenner getrennt
voneinander ableiten. Mit der Quotientenregel erhalten wir

d 2-sin(x)  2-cos(x)-cos3(x)+2-sin(x)-3-cos(x)? - sin(x)

dx cos3(x) cos8(x)
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Diesen vereinfachen wir an dieser Stelle nicht, sondern berechnen direkt

d 2-sin(x) 2.cos(x) -cos(x) +2-sin(x) - 3-cos(x)? - sin(x)
. dx cos3(x) . cosb(x)
lim ——— = lim
x—0 d x—0 6
— 6x
dx

1 2.1.142.0.3-1.0
1

w| = ol

Da dieser Grenzwert existiert, folgt mit der Regel von L'Hospital sukzessive, dass

2-sin(x)
. cos3(x) 1
lim —2L = —
XTO 6x 3
und damit
1
. cos(x) 1
[
XTO 3x2 3
und letztlich
. tan(x) —x 1
lim ————— = —.
x@o x3 3

¢) Auch diese Aufgabe I6sen wir mit Hilfe der Regel von LHospital. Zunéchst schreiben wir die
Summe auf einen Bruchstrich, um zu testen, ob wir einen Grenzwert der Form fir die Regel
von LHospital bekommen. Es gilt

x-In 11>+1
. 1 . X
im | x+ ———— | = Ilim

X—00 n (1 3 1) X—00 n <1 B 1 >
X X

Fir den Nenner erhalten wir den Grenzwert

XIi_)mOOIn <1 l) = In(1) = 0.

Betrachten wir den Grenzwert des Zahlers, so schreiben wir das Produkt klinstlich als Bruch
und erhalten

1
In{1——
. 1 . X
im x-n{1——=)+1 = lim ———2 +1.
X 1

X—00 X—00

x

Da lim 1 = 0 und wie bereits zuvor gezeigt |lim In (1 — 1) = 0 gilt, liegt ein Grenzwert
X—00 X X—00 X

O«

der Form ,5“ vor. Leiten wir daher Zahler und Nenner getrennt voneinander ab, so erhalten

wir mit
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den Ausdruck

E]
Il
E]

xmee d In(1 !
dx X X2 —x
In<1—1>+ !
. X x—1
= lim
X—00 1
X2 —x

Betrachten wir hier erneut Zahler und Nenner, so sehen wir, dass flir den Z&hler

. 1 1
lim In (1—)+ =
X—00 X X —1

und fir den Nenner

O«

gilt, sodass erneut ein Grenzwert der Form ..

ab, bestimmen wir

d In 171 + ! L
_dx x) x—1 . X2 —x  (x—1)2
lim = lim
X—00 d 1 X—»00 1 2 1

dx X x T xe &
2y XX
= lim (x—1)°
X—»00 1—-2x
Xg_x_(X'(X—1))2
= lim (x—1)°
X—00 1—2x
2 X% (x —1)?
= lim (x—1)2
X—00 1—-2x
_ i XXX
T x—oo 1—-2x
= i —
Xl~>moo172X
. —1
= Jm
L
X
1
= 0=

vorliegt. Leiten wir Zahler und Nenner erneut
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Da dieser Grenzwert existiert, folgt mit der Regel von LHospital, dass

11
. |n<1x>+x—1 1
lim =

X—00 1

X2 —x

N

gilt. Aufgrund dieses Grenzwerts, folgt erneut nach der Regel von LHospital, dass

1

Jm v | = dm, A
In{1—— In{1——
X X

d) Bei dieser Aufgabe schreiben wir das Produkt erneut kiinstlich als Bruch und wenden die
Regel von L'Hospital an. Es gilt

|

lim x-In(x) = = fim MX)

x—0 x—0 1
X

Da sowohl der Zahler als auch der Nenner gegen +oo divergieren, betrachten wir den Grenz-
wert der Ableitungen. Es gilt:

d 1
a In(x) X
XITO d1 )!Toj - )!To(ix) =0
dx x X2

Damit folgt mit der Regel von LHospital

lim x-In(x) = 0.
x—0

Lésung zu Aufgabe 48
Mit dem Mittelwertsatz erhalten wir fir x, y € [a, b]

fx)—fy)

X—y
mit £ € (x, y) beziehungsweise ¢ € (y, x). Da f stetig differenzierbar ist, ist f’ stetig auf der kompakte
Menge [a, b] und nimmt daher auf der Menge ein Maximum an. Sei ¢ dieses Maximum. Dann folgt:

F) = fW) = [F©)]-Ix =yl < [f'()]-Ix—y|
=L

’ - o)

Damit ist f lipschitzstetig.

Lésung zu Aufgabe 49
Wir wenden erneut den Mittelwertsatz an, damit gilt fir £ € (x, x +¢)
f(x +c)—f(x)

& cf() = fx+0)—f(x)

f() =

Da ¢ > x ist, strebt auch ¢ gegen unendlich, wenn x gegen unendlich geht. Damit erhalten wir

lim f(x+c)—f(x) = lim c-f'(¢) = ¢-0 = 0.

X—00 £—o0



54 1. Lésungen

Lésung zu Aufgabe 50

a) Fir das Intervall berechnen wir die erste Ableitung durch
f(x) = 6x>—30x+24 = 6- (x> —5x +4).

Um das Vorzeichen zu klassifizieren, faktorisieren wir die Ableitung und berechnen mittels
der p-g-Formel die Nullstellen:

6-(x2—5x+4) = 0

& x>-5x+4 = 0

& X1 = gi (2)2—4
& X1 = gi %5—4
& Xi2 = gi %

. no = 348

Mit den Nullstellen x; =1 und x» = 4 gilt
f'(x) = 6-(x—1)-(x—4).

f' ist positiv, wenn entweder beide Faktoren positiv oder beide Faktoren negativ sind. Daraus
ergeben sich die Intervalle

li = (—00,1] und Iy = [4, ).

b) Bei dieser Teilaufgabe berechnen wir ebenfalls die erste Ableitung mit der Produktregel und
erhalten

fl(x) = x?-e¥+2x-€° = & (x+2)-x.

Aufgrund der Positivitat der Exponentialfunktion, ist die erste Ableitung positiv, wenn beide
Faktoren x + 2 und x positiv oder beide negativ sind. Damit ergeben sich die Intervalle

Iy = (=00, —2] und I, = [0, c0).
Lésung zu Aufgabe 51

a) Fur die Konvexitat berechnen wir die ersten beiden Ableitungen:

1 2x
/ _ . —
F- = 1+x2 2x 1+x2
. 2y _ox. _2x2
100 = 2-(1+x°)—2x-2x _ 2—2x
(1+x2)2 (1+x2)2

Da (1+x?)? fur alle x € R positiv ist, faktorisieren wir den Zahler. Es gilt
2-2x2 =.2-(1-x%) = 2-(1—=x)-(1+x) = —2-(x—1)-(x+1)

Die Funktion ist konvex, wenn die zweite Ableitung positiv ist. Mit dem negativen Vorzeichen
suchen wir den Fall, dass einer der Faktoren negativ und der andere positiv ist. Dies flhrt
zu dem Intervall

I =[-1,1].
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b) Wir bilden ebenfalls die ersten beiden Ableitungen:

f/(X) — X-eX+1+eX+1 (X.|_1).e)("'1
f/(x) x+1)- e+’ = (x+2) .

Die Funktion ist konvex, wenn die zweite Ableitung positiv ist. Aufgrund der Positivitat der
Exponentialfunktion muss also x +2 > 0 gelten, sodass wir das Intervall

I = [-2, )

erhalten.

Lésung zu Aufgabe 52
Far die lokalen und globalen Extrema berechnen wir die erste Ableitung
fix) = eX+x-e X (—2x) = (1-2x3).e*

Wir erhalten die méglichen Kandidaten fur lokale Extrema durch die Nullstellen der ersten Ablei-
tung:

ffilxy = 0
& (1-2x3).e* = 0
& (1-2x%) = 0
& 1 = 2x?
1 2
& 5 = X
Damit sind die mdglichen Kandidaten x; = —\/Z und xq = \/Z welche beide im Definitions-

bereich von f liegen. Wir entscheiden uns fur eine Untersuchung auf Vorzeichenwechsel und be-
rechnen

fi(-1) = (1-2).e' = —% < 0
o) = 1-0-¢* = 1 > 0
1)y = 1-2).¢' = —e < 0

Damit liegt fur den Kandidaten x4 ein Vorzeichenwechsel von < 0 nach > 0 vor, sodass an der

1 1
Stelle x = —\/; ein lokales Minimum vorliegt. Analog erhalten wir an der Stelle x = \/; durch
einen Vorzeichenwechsel von > 0 nach < 0 ein lokales Maximum.

Um die Funktion auf globale Extrema zu untersuchen benétigen wir neben den lokalen Ex-
trempunkten noch die Funktionswerte an den Randern. Wir berechnen die Funktionswerte der
Rénder

f(—1) = —% und f(2) = 2-e7%.
sowie die Funktionswerte der Extrema
1 1 1 1 1 1
f<\/;> = \/;-e 2 und f( 2) = \/;e 2,

Vergleichen wir alle Funktionswerte, so erkennen wir, dass die lokalen Extrema auch die globalen
Extrempunkte sind.
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zu Potenzreihen
Lésung zu Aufgabe 53

a) Wir berechnen entsprechend der Definition der Cauchy-Hadamard-Formel fiir g, = 2K +3K

limsup &/|ax| = limsup {/|2k + 3|

k— o0 k— o0

Diese Art von Grenzwerten ist uns bestens bekannt, sodass wir die Abschatzungen
3 = V3K < Voki3k < \/3k+3k = /2.3 = 3.2

treffen. Bilden wir auf beiden Seiten den Grenzwert k gegen unendlich, so folgt mit
klim ¥/2 = 1 und dem Sandwich-Lemma, dass
—00

lim V/2k+3k = 3

k— o0

gilt. Damit erhalten wir den Konvergenzradius

1 1

1
 limsup ¢Ja]
k—o0

a3

lim
k—o0

k2

—1)k
b) Im zweiten Beispiel berechnen wir mit a, = (1 +( k) )

limsup &/|ac| = limsup {
k— o0 k— o0

limsup (1 + (_I: )k>

k— o0

Anhand der (—1)¥ vermuten wir zwei Haufungspunkte und betrachten daher die Teilfolgen
(@2) und (ask.1) und berechnen:

lim (1+ﬂ)2k = lim (1+i)2k - e und
k—o0 2k k— o0 2k
; e Sk+1 . 1 ok y
m = im _ = —
k—>oo( Tk ) k—m( 2") e

Damit ist

und wir erhalten
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Lésung zu Aufgabe 54

a) Entsprechend der Eulerformel berechnen wir fir ax = %

1
T e T B T T P
k—oo | k+1 k—o0 k—o0 k—oo K
k+1
b) Auch hier wenden wir die Berechnungsformel des Konvergenzradius an und erhalten mit
k!
% = o k—n)!
k!
o ay . n!-(k—n)!
SN e LU o T
nl-(k+1—-n)!

i M ke1=n)! K
T koo nl (k—n)l (k+1)!

- k—oo K+1

Lésung zu Aufgabe 55

a) Da in der Summationsvorschrift der Potenzreihe ein Fakultat auftritt, wahlen wir zur Bestim-

mung des Konvergenzradius’ die Euler-Formel und berechnen fir a, = (k1')2:
1
N2
r = lim i lim (k)
k—o00 | 8xq k—o00 1
((k+1))2
o ((k+1))2
T k—oo  (K!)2
= lim (k+1)2
kme( * )
= Q.

Da der Konvergenzradius unendlich ist, konvergiert die Potenzreise fiir alle x € R.
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b) Aufgrund der Potenz entscheiden wir uns an dieser Stelle fir die Cauchy-Hadamard-Formel

und berechnen mit g, = 2
_ 1 _ 1 _ 1 _ 1
limsup {/|ax]  limsup {/|2K] Iilr(nsupZ 2
k— o0 —00

k— o0

Das Besondere an dieser an dieser Aufgabe ist, dass im Exponenten der Variablen nicht k,
sondern 2k steht. Dies bedeutet, dass die Reihe fur alle x € R mit

Ix—1 < r

konvergiert. Dies fuhrt in unserem Beispiel zu

1 1 1 1
_2 —_— p— — p— — —
|x 1|<2<i>|x 1|<\/;@1 \/;<x<1+\/;.

Fir die Rander x =1 — \/Z und x =1+ \/Z kdnnen wir mit dem Konvergenzradius keine

Aussage treffen, und betrachten daher die Reihen in den entsprechenden Féllen.

Seix=1+ \/Z so folgt

- oo 2k . k 00
FreoreEe(a) Ee () - Eres

sodass an beiden R&ndern keine Konvergenz vorliegt.

Lésung zu Aufgabe 56

a) Um eine Vermutung Uber die Ableitungen zu erhalten, berechnen wir die ersten Ableitungen:

flix) = 3-cos(x)
f'(x) = —32.sin(x)
f"(x) = —3%.cos(x)
f""(x) = 3*.sin(x)

Wir vermuten daher folgende allgemeine Formel fir die Ableitung in der wir in gerade (n = 2k)
und ungerade (n = 2k + 1) unterscheiden:

fCR(x) = (—1)k.3%.sin(3x)
f(2k+1)(X) — (—1)k-32k+1-COS(3X)

Dies beweisen wir per vollstandiger Induktion:

¢ Induktionsanfang: k=0
Fur k = 0 erhalten wir zum Einen

f(x) = f2O(x) = (—1)°-320.sin(3x) = sin(3x) /
und zum Anderen

fl(x) = FCON(x) = (=1)°.320+1 .cos(3x) = 3-cos(3x) /
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¢ Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fir ein k € N.
¢ Induktionsschritt: k — k +1
Betrachten wir zunachst den Fall fir n gerade:

f(2(k+1 ) (X) - f(2k+2) (X)

d2

= 12 R (x)

LV. g2
= ;'7(*1% -3%K.sin(3x)

dix (—1)k.32% . (3.cos(3x))
= (1) 8% (=8 sin(3x))
= (1)1 32 sin(3x)

= (—1)f*1.32K+) gin(3x) /

Far n ungerade ergibt sich analog:

f(2(k+1)+1)(x) - f(2k+3)(X)

2
d f(2k+1)(

©dx? X)

V. g2

= ;?(—1)k-32k+1~cos(3x)
d

g (T 1)8%T (=3 -sin(3x))
= (—1)k.3%+1.(_32.cos(3x))

- (_1 )k+1 _32k+3 . COS(3X)

- (_1)k+1 .32(k+1)+1 -COS(BX) \/

Damit ist die allgemeine Darstellung der Ableitung bewiesen. Setzen wir den Entwicklungs-
punkt ein ergibt sich:

fe) = (-1)k-3%.sin(0) = 0
f(2k+1)(0) — (_1)k.32k+1 -COS(O) — (_1)k.32k+‘|
Damit ergibt sich die Taylorreihe
=) B 32k+1 okl
Trix,0) = kg,)(‘” R

Wir erhalten das gleiche Ergebnis, wenn wir in die bekannte Potenzreihe der Sinusfunktion
Xx mit 3x substituieren und 0 einsetzen.
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b) Zun&chst bilden wir erneut die ersten Ableitungen:

flix) = x-e¥+ée¥ = (x+1)-&
f!(x) = (x+1)-e¥+e¥ = (x+2)-&*
f"(x) = (x+2)-e¥+eX¥ = (x+3)-&

Wir vermuten die allgemeine Darstellung
fN(x) = (x+n)-e*
und beweisen diese per vollstdndiger Induktion:

¢ Induktionsanfang: n=0
Fir n = 0 erhalten wir

fix) = fO%x) = (x+0)-&" = x-& |/

¢ Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fiir ein n € N.

¢ Induktionsschritt: n — n+1
Wir stellen die n+ 1-te Ableitung wieder als Ableitung der n-ten Ableitung dar und wen-
den die Induktionsvoraussetzung an. Damit gilt

d V. d
fm+)(x) = af<”>(x) = 5 x+n)-€ = (x+n)- e +e = (x4n+1).e*

Damit ist die allgemeine Darstellung bewiesen. Setzen wir fiir n > 1 den Entwicklungspunkt
Xo = 0 ein, erhalten wir

fM) = (0+n)-€ = n.

Furn=0ist f©(0) = f(0) = 0, sodass der Summand verschwindet. Damit ergibt sich die
Taylorreihe

“(x=0)" = f%-x” = f X! X"

Lésung zu Aufgabe 57

a) Zunachst bestimmen wir die ersten drei Ableitungen. Die ersten beiden benétigen wir fir das
Taylorpolynom zweiten Grades und die dritte fiir die Fehlerabschatzung:

1

flix) = E-(2x+2)*%-.2 = (2x+2)2
f(x) = —%-(2x+2)*%-2 = —(2x+2)"2
£ (x) %(2x+2)*%-2 = 3.(2x+2)"3
Setzen wir den Entwicklungspunkt in die ersten beiden Ableitungen ein, ergibt sich
1 3 1 1
f0)=2"2=— und f/(0) = —(2) % = —— = —
(0) 75 0 = —(2) VRV
Damit erhalten wir das Taylorpolynom zweiten Grades
f'(0 (0
Thx.0) = f(0)+ 1(!)-(x70)+ 2(!)-()(70)2

1 1
Vo — . x——— .x?
V2 4.2
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Den maximalen Fehler, den wir dabei an der Stelle x = 1 machen kénnen, erhalten wir durch

111 3

Da ¢ €0, 1] liegt, schatzen wir das Restglied wie folgt ab:

L.
2 (2¢+2)2

1 1
(0+2)2 8-vV2

2
Rf(1,0) =

N =

<

b) Wir bilden erneut die ersten drei Ableitungen:

1 2x
’ _ ) _
flx) = e 2
. 2y _ oy _ ny2
) = 2:(1+x7) —2x- 2 _ 22
(1+x2)2 (1 +x2)2
f///(X) _ (_4X)'(1+X2)2_(2_2X2)'2'(1+X2)‘2X _ 4x3 —12x
(1+x2)4 (1+x2)3

Setzen wir den Entwicklungspunkt in die ersten beiden Ableitungen ein, erhalten wir
f(0) = 0 und f’(0) = 2.
Damit ergibt sich das Taylorpolynom zweiten Grades durch

(0)
1!

f/l(o)

Thx.0) = f(0)+ o

- (x —0)?

(x—0)+

I
5

=

=
+
o
x
+

[

N

Den maximalen Fehler, den wir an der Stelle 1 erhalten kénnen, erhalten wir durch

f///(g)
3!

s 1 4812
0= 5 ey

2
Rf(1,0) =

Mdochten wir an dieser Stelle mdglichst scharf sein, so bietet es sich an, das globale Maxi-
mum auf [0, 1] mit den Methoden der Differentialrechnung zu berechnen. Da dies sehr viel
Rechenaufwand benétigt, schatzen wir an dieser Stelle etwas groBzigiger ab:

.07 6 [1+e2? ~ 6  (1+00 3

2 1 .4¢8-12¢ 1 41-12.0 2

(Der exakte maximale Fehler liegt bei ungefahr 0,4857)
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1. Lésungen

zu Das Riemann-Integral

Lésung zu Aufgabe 58
Wie im Beispiel im Heft betrachten wir die Zerlegung

(0.0.2..720 ),
nn n

Damit ist die Differenz zweier aufeinanderfolgender Stitzstellen

An=

X X i+1 i 1
i+1 i = n n = n

Da die Funktion f(x) = x+1 auf [0, 1] monoton wachsend ist, gilt zudem

max  f(x) =f(Xi,1)=X,1+1 und min  f(x) =f(x;) = x;+ 1.
X € [Xi, Xiu1] X € [X;, Xiv1]
Damit erhalten wir die Obersumme durch:
n—1
O(4n, f) = (Xix1 —X7) - sup  f(x)
i=0 X € [ X1, Xix1]
n—1 n—1
- 1 XI+'1+1 = Zl (/+1 >
iz N iz I
— 1 n—1
= 2-2 (i+1)+—= 1
nz n %
-1 ii+ 1 (n—1-0+1)-1
= \n
1 n-(n+1)
= 5 +1
1+ lz
= 2” +1
Analog berechnen wir die Untersumme:
n—1
Uldn, f) = ) X1 —x;)-  Inf f(x)
i=0 X € [Xi, Xiu1]
n—1 P
_y 1 (/+1)
=0 M \N
ni1 1 ni
= j+—- 1
nc i N i
1 (n—-1)-n /1
= 2 +( ( —1—0+1)-1>
1
= n= 1
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Aufgrund von

Jim O(An, )~ Uldn, 1) = lim —1=+1 - —1= 41
- i 1
= M2
=0

ist f riemannintegrierbar und wir berechnen das Integral durch

1
/0 x+1dx = lim Ol f) = lIm UlAnf) = 5+1 =

Lésung zu Aufgabe 59

a) Mit Hilfe der Summenregel gilt fir c € R

/x4+x2+1 dx = /X4 dx+/x2 dx+/1 dx %x5+%x3+x+c.

b) Mit Hilfe der Summenregel und der Linearitat des Integrals erhalten wir

1 1 1 1 ) 1 1
/§+de = E-/;(dx+/x dx = §-In|x|—;+c.

Dabei setzen wir die Betragsstriche bei Unkenntnis der Vorzeichen der Grenzen.
Lésung zu Aufgabe 60
a) Wir berechnen direkt
2 1 1 1
—3x+1 R L o L - S
/Oe dx_[se ] 3e +Se.
b) Wir berechnen ebenfalls direkt

1 1
2-(1+x)§} —E.(x)g} _ 2 8—2—(2—0> - g-(\/é—z).

./(;1\/m-\/)7dx = [3

Lésung zu Aufgabe 61

a) Zunéchst filhren wir die Partialbruchzerlegung durch. Wir suchen A, B € R, sodass mit x2 —
1= (x—1)-(x+1)
2 A B A (x+1)+B-(x—1) (A+B)-x+(A-B)

X217 x—1 " x+1 x2 -1 x2—1

gilt. Mit Koeffizientenvergleich folgt

>
+
®
I
o
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Addieren wir die erste auf die zweite Zeile ergibt sich

A + B =0
2A — 0 = 2

und wir erhalten aus der zweiten Zeile 2A =2 < A =1, sodass B = —1 folgt.

Insgesamt berechnen wir das Integral wie folgt:

2 1 1
/X2_1 dx = /mdx—/mdx = Infx—1|—Injx+1]+c

b) Wir flhren erneut die Partialbruchzerlegung durch. Dazu suchen wir A, B, C € R, sodass

4x2 —16x +14 A . B ¢
x-1)-x-2)-x-8 x—-1 x—-2 x-3

AXx-2)-(x—3)+B-(x—1)- (x—-3)+C-(x—1)-(x—2)
x=1)-x—=2)-(x—23)

_ A (X2 —5x+6)+B-(x°—4x+3)+C- (x> —3x+2)
N (x—1)-(x—2)-(x—3)

(A+B+C)-x°>—(5A+4B+3C)+(6A+3B+2C)
x—=1)-(x—2)-(x—3)

gilt. Mit Koeffizientenvergleich erhalten wir das Gleichungssystem:

A + B + C = 4
5A  + 4B + 3C = 16
6A + 3B + 2C = 14

Ziehen wir das Flinffache der ersten von der zweiten sowie das Sechsfache der ersten von
der dritten Zeile ab folgt:

A+ B + C = 4
0 + —B + —2C = —4
0 + -3B + —4C = -10

Ziehen wir nun das Dreifache der zweiten von der dritten Zeile ab ergibt sich:

A+ B + C = 4
0 + -B + -2C = -4
0O+ 0 + 2C = 2

Aus der dritten Zeile berechnen wir C = 1. Damit folgt aus der zweiten Zeile B = 2 und
letztlich aus der ersten Zeile A=1.

Insgesamt berechnen wir das Integral durch

" 4x2—16x+14 1 2 1
/ 1) w2 -3 X" /xq d“./xfzd“./xfsdx

Injx —1|+2In|x —2|+In|x — 3| +c.
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Lésung zu Aufgabe 62

a) Wir berechnen

[eS) b
/ e *dx = lim e ¥ dx
0 b—o0 JO
. b
= lim [—e™*
b— oo [ ]0
= lim 1—e7®
b—o0
=1-0
= 1.
Das uneigentliche Integral existiert.
b) Das uneigentliche Integral existiert nicht, da
1
/f dx = In|x|
X

und

lim In(x) = oo.
x—1

c) Firc =1 haben wir bereits gezeigt, dass das Integral nicht existiert. Sei alsoc >0und c #1,

so berechnen wir

00 b
/ Vax = 1im [ L ax
JA1

x¢ booo J1 X©
b
= lim x~¢ dx
b—o0 J1
b
. 1
= lim | ——-x""°¢
b—oo | 1—C 1
1 . _
= lim b'—°—1
1-¢c \boo

Wir erkennen, dass lim b'=¢ = 0 fiir ¢ > 1 und blim b'—¢ = oo fiir c < 1 ist, sodass das
— 00

b— o0
uneigentliche Integral fir ¢ > 1 existiert.

Wir wirden mit den Grenzen a =1 und b = 5 Uber eine Definitionsliicke in x = 2 hinweg
integrieren. Da dies nicht erlaubt ist, splitten wir das Integral an der Stelle x = 2 in zwei
uneigentliche Integrale auf und addieren diese. Es gilt

5 1 d 2 1 d 5 1 d
——dx = ———dx+ | ———dx
/1 VIX—2] /1 VIx—2| /2 VIx—2|
wir ndhern uns somit der Definitionsliicke x = 2von unten sowie von oben und berechnen im
Folgenden die Integrale

b 1
Iim/ — dx
b—2J1 /|x—2|

sowie

Iim/ —— dx.
a—2Ja +/|x —2|
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Fir das erste Integral ist x immer kleiner als 2, sodass wir den Betrag unter der Wurzel mit

—"“auflésen. In diesem Fall gilt [x — 2| = —(x —2) = 2 —x. Es folgt
lim /DL / _ dx = im @ ) Edx=lim | @) T (1)
b—2 )1 \/|x—2| b~>2 V2—x = b2l b2 _1+1
2
b
= lim, [(—2)-\/2—)(}1_ lim (—2)- V2 —b+2-v/2—1=
—

Fir das zweite Integral ist x stets gréBer als 2, sodass wir den Betrag positiv auflésen. Es
folgt also |x — 2| =x — 2. Es folgt

5
dx = lim dx=1lm [ (x—2)"2 dx = lim

5 1 5 1
aﬁZ/ 1/|X— aﬁZ/a VX =2 a—2Ja a~)2|\—;+1

~(x2)_5+1]

a

5
= lim [2- x—2} —lim2.v/5-2-2.v/a-2=2.V3.
a a—2

a—2

Insgesamt folgt, dass das uneigentliche Integral existiert und

dx=2+2-V3

5 4 2 5 1
1 g =/ 1 g4 /7
/1 Ix=2 T k=2 X k=2

Lésung zu Aufgabe 63

a) Wir interpretieren das Integral zunachst als Produkt, sodass wir die partielle Integration an-
wenden kénnen:

/ cos3(x) dx = / cos(x) - cos?(x) dx
Da wir nicht ohne Weiteres eine Stammfunktion von cos?(x) angeben kénnen, wéahlen wir
u'(x) = cos(x) und v(x) = cos?(x). Damit berechnen wir

= u(x) =v'(x)
—~

/cos(x)-cosz(x) dx = sin(x)-cosz(x)—/sin(x)-2-cos(x)-(—sin(x)) dx

= ux)

sin(x) - cos?(x) +2- /.sin2(x) -cos(x) dx.

Fir das neu entstandene Integral wenden wir erneut die partielle Integration an. Dabei wéh-
len wir aus gleichen Griinden v(x) = sinz(x) und u’(x) = cos(x). Damit erhalten wir

/sin2(x)-cos(x) dx = sin? (x)-sin(x /2 sin(x) - cos(x) - sin(x) dx

sin® /2 sin® X)-cos(x) dx

Wir sehen, dass das gleiche Integral, mit dem wir gestartet haben, auch auf der rechten Seite
auftritt, addieren wir dieses nach links erhalten wir

3/sm -cos(x dx=sm & /sm -cos(x) dx =
Damit folgt insgesamt

/coss(x) dx = sin(x)-cosz(x)+§~sin3(x)+c.
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b) Im zweiten Beispiel wahlen wir v(x) = x? und u’(x) = e~*, da wir uns erhoffen, dass der
Grad des Monoms x? dadurch kleiner wird. Es gilt:

= u(x) = u(x)
. — . —
/xz-e*X dx = x2. (—e*X)—/ 2x - (—e™) dx
’ = Vv/(x)

—x2~e*X+2-/x-e*X dx

Fir das neu entstandene Integral wenden wir erneut die partielle Integration an und erhalten
mit v(x) = xund U’'(x) = e ¥

/x-e*X dx = x-(—e™)
—X

= —x.-e X—

- / 1.(~e™) dx
e %
Insgesamt folgt daraus
/xz-e*X dx = —x?.e ¥ —2x-e ¥—2eX+c = —e X (x?+2x+2)+C
Lésung zu Aufgabe 64

a) Mit der angegebenen Substitution erhalten wir

j—i = —sin(x) & —du = sin(x) dx.
Damit erhalten wir
/‘ sin(x) - e®s® dx = /—e” du = —eY+c = —e® 4 ¢,

b) An dieser Stelle betrachten wir zunachst die Ableitung des Tangens mit Hilfe der Quotien-
tenregel und berechnen
d d sin(x) _ sin®(x) +cos?(x)

- = = = 2
dx tan(x) dx cos(x) cos?(x) tan” () +1.

Damit erhalten wir aus der Substitution

dx B 2 _ 2
5, - 1+anf) © dx (1+tan?(W)) du.

Setzen wir x = tan(u) mit obiger Rechnung ins Integral ein, ergibt sich

1 1
dx=/7~1 tan®(u du=/1du=u ¢ = arctan(x) +c.
/1+X2 J 1 +tan?(u) ( +tan{ )) : * o

Dabei ist arctan(x) die Umkehrfunktion des Tangens.
Lésung zu Aufgabe 65

a) Im ersten Fall interpretieren wir In(x) kiinstlich als das Produkt 1 -In(x) und wenden die par-
tielle Integration an. Dabei wahlen wir u’(x) = x und v(x) = In(x), da wir zwar durch das
Integrieren von 1 einen ,schlimmeren® Term x erhalten, so jedoch den Logarithmus loswer-
den. Es gilt:

/In(x) dx = /1-In(x)dx - x~|n(x)—/x-)1—(dx = x-In(x)—sin1 dx = x-In(x)—x+c.
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b) Diese Substitution ist &uBerst schwierig zu finden und bedarf einiger Zeit des Ausprobierens.
Wir substituieren x = sin(u). Damit erhalten wir

dx
au - cos(u) < x = cos(u) du

und berechnen mit sin?(u) + cos?(u) = 1

/\/1 +x2dx = /\/1 —sinz(u)-cos(u) du = /\/cosz(u)~cos(u) du = /|cos(u)\~cos(u) du.

Da die Wurzel nur far x € [—1, 1] definiert ist, ist cos(u) stets positiv und wir kénnen den
Betrag weglassen. Das so entstandene Integral I16sen wir mit Hilfe der partiellen Integration
durch

/ cos(u) - cos(u) du = sin(u) - cos(u) — / sin(u) - (—sin(u)) du = sin(u)-cos(u) + / sin?(u) du.
Wenden wir nun sinz(u) = 1—cos?(u) an, so ergibt sich

/cos(u)-cos(u) = sin(u)-cos(u)+/ 1 —cos?(u) du = sin(u)-cos(u)+u—/cosz(u) du
Addieren wir auf beiden Seiten /cosz(u) du erhalten wir die Lésung

-sin(u) - cos(u) + g

/cos(u)-cos(u) = %

Damit folgt insgesamt
/\/1 +x2dx = %(x-cos(arcsin(x))+arcsin(x)).

An dieser Stelle nicht gefordert, aber dennoch interessant - ist der Zusammenhang

cos(arcsin(x)) = v 1—x2,

Lésung zu Aufgabe 66

a) Umden tatsachlichen Flacheninhalt zu berechnen, benétigen wir die Nullstellen der Funktion
f im Intervall [-2, 3, ]. Dazu berechnen wir

fx) =0 & x*-x=0 & x-(x*-1) =0 & x=0vx=1Vx=—1.

Da alle drei Nullstellen im Intervall liegen berechnen wir

/_Szf(x) dx = ‘ /_ _21 f(x) dx /_01 F(x) dx /01 F(x) dx /13f(x) dx

Durch die Betragsstriche gehen wir sicher, dass wir die Flache positiv werten. Als Stamm-
funktion erhalten wir

+ + +
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und daraus folgt

3
[, 100 dx = IF(=1) = F(=2)| +[F(0) ~ F(=1)] + [F(1) = F(0)|+ |F(8) (1)

1 1 1 1 1 1 81 9 1 1
- ‘42(42) * 0<42) 37270 42(42>‘
I AR R L L
- 4 4 4 4

9 1 1
= Z+Z+Z+16

3

b) Im zweiten Fall benétigen wir die Schnittstellen der Sinus- und Cosinusfunktion. Da es kei-
ne gleichzeitige Nullstelle der beiden trigonometrischen Funktionen gibt, kénnen wir ohne
Weiteres durch cos(x) dividieren und erhalten

tan(x) = 1.

Da der Tangens periodisch auf den Intervallen (-7, 7) und (73, 37” existieren zwei Lésungen
der Gleichung:

™
x1=Z und Xxo = —

Daher berechnen wir

57

/ * sin(x) — cos(x) dx

jus

+ + /527T sin(x) —cos(x) dx

4

/27T sin(x) — cos(x) dx = /% sin(x) — cos(x) dx
0 0

Mit der Stammfunktion
/sin(x) —cos(x) dx = —cos(x) —sin(x)
erhalten wir

+

/027T sin(x) — cos(x) dx

ren-£ (%)

F()-rol(5) ()

- ‘1—\@ +‘2-\f2‘+’_1—\@‘
= V2-1+2.V2+1+V2
= 4.2,

Lésung zu Aufgabe 67

a) Zunachst betrachten wir die Funktionenfolge auf punktweise Konvergenz. Zuerst betrachten
wir den Fall x = 0. So gilt

lim f,(0) = Iim 1 = 1.

n—oo n—oo

Fir alle x € R mit x # 0 folgt indessen

lim fh(x) = lim ——— = lim =
n— o0 n(X) n—oo 1+n-|x| n—oo 1
—+
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Insgesamt gilt

1, x =0
0, x#0

nILmOO fa(x) = f(x) = {
Da f,(x) fur alle n € N stetig ist, die Grenzfunktion f aber unstetig an der Stelle x = 0, kann f,
nicht gleichmanig konvergieren.

b) In diesem Fall konvergiert f, nicht punktweise gegen eine Grenzfunktion f, da beispielsweise
fir x = 1 der Ausdruck f,(1) = sin(n) unbestimmt divergiert. Da die Funktionenfolge nicht
punktweise fur alle x € R konvergiert, kann sie auch nicht gleichm&Big konvergieren.

Lésung zu Aufgabe 68
Betrachten wir zunachst den Fall f, : [0, 1] — R:
Zunachst starten wir erneut mit x = 0 und erhalten

lim £,(0) = lim_ m = lm 0 = 0.
Far x # 0 folgt
1
Jm () = lm g = lim '+7 o - ofxz =
n2

Die Funktionenfolge konvergiert daher punktweise gegen die Nullfunktion, welche stetig ist.
Dennoch liegt keine gleichmafBige Konvergenz vor, denn fiir x = % folgt

1
1 n- 1 1
fn _ = = = —,
n 2 1 1+1 2
1+n°-—
n2

- _— . 1
Somit finden wir kein ng, sodass fir alle x - also auch x = o und alle n > ny der Abstand

()(3)-

1
kleiner als € flir e < > wird.

Betrachten wir nun den Fall f, : [1, o) — R:
Die punktweise Konvergenz funktioniert analog. Fir die gleichmaBige Konvergenz berechnen wir

X 1

n-x 1

1 +n2~x2‘ N
— +nx
nx

IN IV

fn () = £ )| = [falX)] =

<

S|

1
nx

Dieser Abstand geht unabhangig von x gegen 0, sodass die Funktionenfolge auf[1, oo) gleichma-
Big gegen die Nullfunktion konvergiert.
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