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Losungen zu Analysis






1.1

Funktionen

Losungen

A-1.1.

a) f(x) =1 b) f'(x) = 4 o) f'ix)=1 d) f(x) = -3
A-1.2,

\
<

Die Funktion f(x) = |x + 2| ist die um 2 nach links in x-Richtung verschobene Abwandlung der
Betragsfunktion: g(x) = |x|. Der Funktionswert ergibt sich gem&n der Fallunterscheidung:

X+2 x> -2
f(x) =
—(x+2) x<-2

A-1.3. Wir zeichnen jeweils f(x) = 2x? — 4x und eine der weiteren drei angegebenen Funktionen
ein und vergleichen dann beide Funktionen:

a) g(x) = 2x2 + 4x
Die Funktion g(x) ist die an der y-Achse gespiegelte Funktion f(x):
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1. Funktionen

v
>

b) h(x) = x> — 2x
Die Funktion h(x) ist eine um den Faktor 1/2 gestauchte Funktion

h(x) = %f(x)

y
3

} } > X

-4 -3 -2 1 1 3 4

—1

-2

c) j(x)=2(x —1)> —4(x — 1)
Die Funktion j(x) ist um 1 nach rechts verschoben:

jx) = Fx — 1)

y
3
fl ]
2
2 1 Mo

v
>

| |
T T T

4 -3 |

NN

—1

—2



1.1 Lésungen

A-1.4. Aus f(x) = £ — 1 folgt. ..

+ Aufstellen von g(x):

— Spiegelung an der x-Achse:

fi(x)

— Stauchung um den Faktor 0,5:

f2(x) = 0,5 - f1(x) =

* Aufstellen von h(x):

— Verschiebung um 1 in x-Richtung und um —1 in y-Richtung

x)=Fflx—1)—1=

g(x) = f3(x) = fo(x —1) — 1

— Stauchung um den Faktor 0,5:

fa(x) = 0,5 - f(x) = 0,5 - (

— Spiegelung an der x-Achse:

a) fix)=x+2
y
& X
= y
= f1(x)
b) f(x) =4x — 2
y
= X
= y
= (x)

h(x) =

X+2
y-—2
X—-2

X—-2

f06) = ~fab) =

X <y

| +2,+4

X <y

1

+7—1=—

)=
_1>=_

A-1.5. Die Umkehrfunktion/en erhélt man durch Umstellen der Funktionsgleichung

c) f(x) = Ix+9

(x —1)3
4

(x —1)°

4

+1

Ix+9
3y — 27
3x — 27
3x — 27

1

2

|—9,3

X <y



12 1. Funktionen

d) f(x)=x2+4,furx >0 e) f(x) = (x +3)2, fir x > -3
y = x2+4 |4 y = (x+3? [/
& X2 = y-4 |y & VY = x+3 | -3
& X = y—4 |xey & X = /Y-8 [x&vy
= y = Vx—4 = y = /x-3
= f'x) = Vx—4 = f'x) = /x-3



2.1

Gleichungen losen

= 0 |+16

= 16 |/

= +4

0 x? auskl.
0

1+x=0

X3 = —1

Losungen
A-2.1.
a) d)
2x—8 = 0 |+8 X2716
& 2x = 8 |+2 o X2
& X = 4 o X1
b
) &)
Ix+9 = 0 [-9
x2+x3 =
= Ix = -9 |3
o7 & x2-(1+x) =
& X = -
= x2=0 vV
c)
=4 X1,2=O =4
4 -2 = 4 |+2
& 4 = 6 |+4
& x = 3
A-2.2. Wir wenden die pg- oder abc-Formel an:
) x2+2x—4=0=x1p=-24/(2)°+4=-125
b) X2+ 1x—8=0x,=—1 /(1) +3=-147
C) 2x°+4x +4=0= X1 = w = —4 + Y1832 - keine Losung!
d) 8x2+2x+6=0= X5 = %Z_M'e = — 2 V419 — Keine Losung!
—124+/122-4.6.4
€) Bx(x +2) +4=6x2+12x +4=0= x = 2EVIZ404 44 V4B



14 2. Gleichungen I6sen

A-2.3. Polynomdivision:

a) Zunéchst erste Nullstelle von f(x) = x3 — 7x + 6 durch Probieren herausfinden. Da man weif3,
dass der konstante Term 6 ein Vielfaches aller Nullstellen sein muss, versucht man es mit
{£1,42, 43,46} und sehen: f(1) = (1)* =7 - (1) + 6 = 0. x; = 1 ist die erste Nullstelle der
Funktion. Mit dieser Information l&sst sich nun die Polynomdivision durchfiihren. Wichtig hierbei
ist, dass der x? Term nicht vergessen wird:

( x3 —7x+6):(x—1)=x2+x—6
—x3 +x?
x> —7x
—x2 +x
—6Xx +6
6x — 6
0

b) Zuné&chst erste Nullstelle von f(x) = x2+2x% —4x+1 raten: f(1) = (1)2+2(1)2—4(1)+1 = 0. x; = 1
ist die erste Nullstelle der Funktion. Mit dieser Information Iasst sich nun die Polynomdivision
durchfihren.

( x3 +2x% — 4x +1) : (x71) =x%+3x —1

—x3 +x?
3x% — 4x
—3x% +3x
7—)(+1
x—1
0

A-2.4. x sei die Geschwindigkeit (km/h) des Schiffs ohne Strdmung. Dann gilt:
6-x—5)=4-(x+5)=>6x—-30=4x+20=x=25

Antwort: Ohne Strdmung fahrt das Schiff mit 25km /h

A-2.5.

a) In der Gleichung kommen nur Terme mit e(+) und die 0 vor, daher kann man ausklammern:
e _3ex = 0
& e (e'-8e7) = 0
= =0 v e' -3 =0

e* = 0 liefert keine Lésung, daher betrachtet man nur den rechten Teil:

= e -3 =0 | —e'|:(-3)
& e~ = [lef | In()

& —2x = In(}e") |1 (~2)

& x = —}In(§e') ~0,049
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b) Bei dieser Gleichung gibt es nur einen el-) Term:

= 6-3%+3 = 0 | + 3e%*
& 9 = 3e¥ |:3In()
& InB) = 2x [:2
& x = }In(3)~0,549
c) Diese Gleichung kann man direkt aufteilen
= (2-3x)2e™28 - 0

= (2-3x)2=0 Vv e

Die linke Seite liefert keine Lésung (da, ,e hoch irgendwas” nie O sein kann), man betrachtet
also nur die linke Seite (2 — 3x)? = 0. Wann ist dieser Ausdruck gleich Null? Wenn das, was in
der Klammer steht, gleich Null ist. Die Ldsung lautet also x = 2/3.

d) Hier stellen wir einfach die Gleichung um:

1e6+3 = -2 |-3]-2
= e~

—-10 4

Keine L&sung, da e Funktion nicht negativ werden kann, bzw. der Logarithmus von —10 nicht
definiert ist.

e) Da auf beiden Seiten nur Ausdriicke mit e(-) stehen, kénnen wir direkt logarithmieren:

e7x+28 — eZ ||n()
= 7x+28 = 2 |-28]:7
26
= X = —7

A-2.6. Zunachst bendtigt man die 1. Ableitung f/(x) = )‘(—8 Mit Xstart = Xat = 3 den 1. Schritt durch-
fUhren:

f (Xan) e 4.27 9
X = X — 237—=3_7=7=1’8
oS (xa) 10 0.9 5
Nun setzt man xg; = % und fihrt den nachsten Schritt durch:
_ f(xar) 9 4 1323
Xneu = Xalt F (Xart) =5 + % =625 2,1168

Das wird solange wiederholt, bis sich xne, zum néchsten Schritt nicht mehr grof3 andert.






3.1

Ableitung

Losungen

A-3.1. Einfache Ableitungsregeiln:

a) f(x)=10=f'(x)=0 d) f(x) =x° = f'(x) = 5x*
b) f(x)=x+10=f'(x) =1 e) f(x) =x3+4 = f(x) = 3x2
c) fix)=2x+5=f'(x) =2 f) f(x)=x3+2x = f/(x) =3x2 +2

A-3.2. Héhere Ableitungsregeln:

a) f(x) =x-In(x) = f'(x) =In(x) + x - )1( =In(x) + 1
1

x

=
1}

b) f(x) = VX =x% = f/(x) = 1x~ 5

C) f(X) — sir}((x) = f/(X) — cos(x)~xx—zsin(x)~1

>

_ 6x-x°—(3x%—4)-5x*
- ()°

e) f(x) = sin(2x) = f’(x) = 2cos(2x)

d) f(x) = 24 = f/(x)

f) fx)=x-3=1f(x)=1-3+x-3In(3)

) F(x) = 2x - €3 = f/(x) = 2. €3 4 2x . ge*3

A-3.3. Die Ableitung lautet f(x) = —%xz +2x — 5 = f'(x) = —x + 2. Steigung bei x = —5 betragt:
f'(—5) = —(—5) + 2 = 7. Waagerechte Tangente = Steigung m = 0:

ffix) = 0
& —x+2 = 0 |+x
& x=2

Bei x = 2 hat die Funktion eine waagerechte Tangente. Die Gleichung dieser waagrechten Tan-
genten lautet:

A-3.4. Differenzenquotient vs. Ableiten



18 3. Ableitung

a) Der Differenzenquotient bei x = 10 lautet:

f(10 + h) — f(10)

v = lim
h—0 h
_ lim %(10+h)2+4~(10+h)—2— (%(10)2+4~(1O)—2)
" h—0 h
i 2 (h? +20h +100) + 40 + 4h — 2 — 50,5
= b h
_ lim 1§h2+2,5h+12,5+4h— 12,5
_h—>0 h
1h? +6,5h 1
_n 8 ’ — . o — .
_/I1[>n0 D Aino <8h+6,5) 6,5 [m/min]

b) Direktes Ableiten: /(x) = 1x + 4

Auswerten an der Stelle x = 10: v = f/(10) = (10) + 4 = 6,5 [m/min]

A-3.5. Der Lichtkegel der Scheinwerfer kann als Tangente an den Graphen f(x) beschrieben wer-
den. Die Steigung der Tangenten an dem Punkt (x|y) kann Uber zwei Arten ausgedriickt werden:

 Ableitung: m = f'(x)

. I 3—f
« Steigungsdreieck: m = 27()’(()

Beide Varianten mussen natirlich die gleiche Steigung ergeben. Somit ist dann:

fix) = 5%
& —2x+3 = %XZ;&()
& (2—x)-(—2x+3) = 3+x%>—-3x
& 2x°+6—-4x—-3x = 3+x%-3x
= x2—_4x+3 = 0
= xiz = g E(F) -3 "
= 2+V1

Man erhalt also zwei x-Werte (x; = 3 und x> = 1), mit
denen man noch die passenden y-Werte finden muss:




4.1

Sekante, Tangente und Normale

Losungen
A-4.1.

a) f(x)=4x®> —1undx; = —1,5,x, =0,5

- . f(xa)—F _
Steigung: m = (sz)ix(fﬁ = soag = 4=y =—4x+b

y-Achsenabschnitt, setze (x;|y;) ein:

8 = —4.(-15+b
< 8 = 6+b | —6
< b = 2
= y = —4x+2
b) f(x) =4x?> —1undx; = —0,5,x, = 0,5
Steigung: m = ”’2:2’“) = 0750_*(875) =0=y=0+b
y-Achsenabschnitt, setze (x1|y4) ein:
0 = b
< b =0
= y =0
c) fix)=2x2 —5und x; = —5,x, = 1,5
Steigung: m = f(sz):;g’“) = 1_‘2;5(_7455; =-7=y=-7x+b
y-Achsenabschnitt, setze (x1|y4) ein:
45 = -7-(-5+b
< 45 = 35+b | —35
< b = 10
= y = —7x+10



20 4. Sekante, Tangente und Normale

d) f(x) =3x?+2x+10und x; =3,x, = 0

Steigung: m = (21 - 10453 41 y = 11x + b

y-Achsenabschnitt, setze (x;|y;) ein:

43 = 11-(3)+b
& 43 = 33+b | — 33
< b = 10
= y = 11x+10

A-4.2. Zunachst benétigt man die Ableitung f'(x) = 4x und man bestimmt die Steigung:
m=f(-5)=-20=y=-20x+b
Einsetzen von (—5|f(—5)) = (—5|45) liefert:
45 = -20-(-5)+b |—100
< —-55 = b
Also ist die Tangentengleichung y = —20x — 55.

A-4.3.

a) Zunachst bestimmt man die Ableitung f’(x) = —2x — 1 und dann die Steigung der Normalen:

m=— 1 =—i=1:>y=1x+b
f'(2) -5 5 5
Einsetzen von (2|f(2)) = (2| — 4) liefert b:
-4 = L.2+b |-2
& b = -2
= y = x-%

b) Zunachst bestimmt man die Ableitung f'(x) = 2x — 5 und dann die Steigung der Normalen:

m———1 ——1——1¢ —71x+b
SPGB T 57 5 V7B

Einsetzen von (5|f(5)) = (5/10) liefert b:

10 = —1-(5)+b |[+1
< b o= 11
= ¥y = —ix+11

c) Zunéchst bestimmt man die Ableitung f/(x) = 3x2—12x+9 und dann die Steigung der Normalen:

1t 1.1
f2)- -3 3
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Einsetzen von (2|f(2)) = (2|2) liefert b:
(2+b |-%

2 = 3
& b o= 3
=y 3

A-4.4. Aufgabe Spielplatz/Klettergertst

a) Skizze:

\
\
|
\
v
\
v
\
\
1
\
\
|
\
1
T

v
Y

4
U
I
1
]
I
1
1
|
1
)
|
1
)
I
I
T

—2 —1 0 1 2

b) Die Funktionsgleichung der Parabel erhélt man mit den Informationen aus dem Text. Man legt
das Koordinatensystem so, dass die Basis entlang der x-Achse verlauft und die y-Achse die
Symmetrieachse der Parabel ist (siche Skizze). Die Einheit in x und y Richtung sei jeweils

in Metern angegeben. Man weif3, dass der Abstand zwischen den Nullstellen der Parabel 2

Meter sein muss; die Nullstellen sind also bei x; = —1 und x, = 1. Daraus kann man eine

Funktionsgleichung aufstellen:
fx)=a-(x+1)(x—1)=ax>—a
Zusétzlich weil3 man, dass das Klettergertist 4 Meter hoch ist, also:
fO)=4=a=—-4=f(x)=—-4x*>+4

c) Das Schlisselwort im Text ist, dass die Pfosten den Graphen jeweils berihren sollen, es sich
also um eine Tangente handelt: y = m - x + b. Diese soll den Graphen da berlhren, wo f(x) = 3

gilt:
| —41:(-4)

v

|
w

—4x° + 4

= x2 =

= 40,5

INEN
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Steigung der Tangente bei x = 0,5 erhalt man aus der Ableitung
f'(x)=—8x=1(05)=—-4=y=—-4x+b

Jetzt fehlt noch der y-Achsenabschnitt. Man setzt dazu den Punkt (0,5/3) in die Tangentenglei-
chung ein:

0

—4x+5 |—-5]:(-4)

&S X 1,25

Antwort: Der Pfosten ist also 0,25 Meter vom Ful3 des Klettergerists entfernt.



5.1

Kurvendiskussion

Losungen

A-5.1. Der Term mit der gr6Bten Potenz bestimmt das jeweilige Verhalten unter Beachtung der
Vorzeichen der Vorfaktoren. Daflir klammert man den Term mit der héchsten Potenz aus:

a) f(x) =x5—x3
: 5 3 : 5 1
lim [x —x} = lim [x ~<1—2)} — +00
X—>+00 X—>+00 X
: 5 3 : 5 1
lim [x —x} = |im [x -(1—2” — —00
X——00 X——00 X
b) f(x) =x2 —x3+100

lim [xZ—x3+1oo]= lim |:X3 ()1(—1+1XO0)]—>—00

X—r+00 X—+00
lim_[x?~x*+100] = i {X3(1—1+1030>]—>+oo
X——00 X——00 X X
o) f(x) =53
2 _ X3 1_3
im X8 i G
x—+00 1 — X3 x—+o0 x3 Xlaf‘])
2 _ X3 1_ 3
lim Qz im M%o
x——00 1 —x3 x——oco x3 (Xla_‘])
d) f(x) = 5%
5
X - A—
lim = lim (’; )—>—1
x—+00 3 + X X~>+oox(;+1)
5
— 2 _ 1
lim =i t; >—>—1
X——00 3+ X X—>—OOX(§+1>

A-5.2. Man kann die Symmetrie prifen, indem man die allgemeine Bedingung f(—x) = f(x) bzw.
f(—x) = —f(x) Gberprift:

a) f(x) = |x| ist achsensymmetrisch: f(—x) = | — x| = |X]
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b) f(x) = ’;:g ist nicht symmetrisch:

fx)= 72 py A fx) #1(x)

(—x)+3
c) f(x) = —3x® + 2x ist punktsymmetrisch:

F(—x) = —3(—x)% + 2(—x) = — (73x3 + 2x) = —f(x)

d) f(x) = x* — v/5x? ist achsensymmetrisch:

e) f(x) = 2x + sin(x) ist punktsymmetrisch:

F(—x) = 2(—x) + sin(—x) = —(2x + sin(x)) = —F(x)
f) f(x) = x> — 6x + 8 ist nicht symmetrisch:
f(—x) = (—x)2 —6(—x) +8=x2+6x +8 #f(x) A f(—x)F#—f(x)

A-5.3. Definitionslicken erhé&lt man bei gebrochenen Funktionen z.B. immer dann, wenn der Nen-
ner Null wird

a) x> =0« x =0, also Definitionsliicke bei x = 0
b) Definitionsliicke bei x =0

¢) Nullstellen des Nenners finden:

2x2—-6x = 0
< x-(2x—-6) = 0
& X1=0 A X2=3

, also Definitionsliicken bei x4 = 0 und x5 = 3.

d) Definitionslicken bei x; = 0 und xo, = —4

A-5.4. Man kann zunéchst die Ableitung bestimmen oder direkt auf Monotonie prifen:

a) Man betrachtet f/(x) = 3x? und erkennt, dass gilt: f'(x) > 0 im Intervall [0, co). Damit ist f(x)
monoton steigend.

Bxt 3x? (x5 —4)

b) Ableitung bestimmen: f'(x) = 2 — _ 2(x+5040)

x3+2)2 ()(3+2)2
von f’(x) sind gréBer als 0 fiir x > 1, also ist f streng monoton steigend im Intervall [1, c0).

. Sowohl Zahler als auch Nenner
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¢) Man bestimmt zunachst die Ableitung fir x # 0,5 (Definitionsliicke): f/(x) = ‘“(272;17_)1‘)22’(2(2) und
deren Nullstellen:

ax@x—1)—2x3(2)  _ 0
(2x—1)2 -
PN 8x°—4x—4x>  _ 0
(2x—1)2 -
4x2—4 _
= o = O
& x=0 A 4x—-4=0
& x1=0 & Xxp=1

Also hat man drei verschiedene Abschnitte: (—oo, 0],(0,1), und [1,0), in denen entweder
f'(x) < 0 oder f’(x) > 0 ist. Einsetzen eines Wertes aus dem jeweiligen Abschnitt ergibt:
 f/(—1) > 0 = monoton steigend im Bereich (—oo, 0]

+ f/(0,2) < 0 = monoton fallend im Bereich (0, 1) (Hinweis: 0,5 kann nicht eingesetzt wer-
den, da es sich hier um eine Definitionsliicke handelt.)

+ f'(2) > 0 = monoton steigend im Bereich [1, o)

d) Man bestimmt zun&chst die Ableitung: f'(x) = 2 cos(2x + ) und die Nullstellen der 1. Ableitung:

2cos(2x+w) = 0
< cos(2x+m) = 0
& 2X+7m = ZEn-mw
& X = —%%n-3

Die Kosinusfunktion hat unendlich viele periodisch wiederkehrende Nullstellen, was durch das
+n - angegeben ist. Vorliegend werden jedoch nur Nullstellen benétigt, die sich in dem ange-
gebenen Intervall [—w, —%] befinden, also: x = —7 und x = —%”. Nun bestimmt man noch das
Vorzeichen der Ableitung:

A-5.5. Man benétigt zun&chst die Nullstellen der 1. Ableitung und setzt diese anschlieBend zum
Testen in die 2. Ableitung ein:

a) f(x) =4x>+10 = f'(x) =8x = "(x) = 8

Die 1. Ableitung hat eine Nullstelle bei x = 0. Setzt man diesen Wert in die 2. Ableitung ein, so
erhalt man f”/(0) = 8. Dieser Wert ist gréBer Null, also liegt an der der Stelle x = 0 ein Tiefpunkt
vor:

TP(0]f(0)) = TP(0|10)

b) f(x)=x3+3x2+4 = f(x) =3x2+6x = f(x) =6x + 6

Die 1. Ableitung hat folgende Nullstellen: x; = 0 und x, = —2. Diese testet man in der 2.
Ableitung: f/(—2) < 0 und f”(0) > 0. Man hat daher einen Hoch-und einen Tiefpunkt:

TP(0|f(0)) = TP(0]4) und HP(-2|f(—2)) = HP(—2|8)
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c) f(x) =3x2+10x = f'(x) =6x + 10 = f"(x) = 6

Die 1. Ableitung hat nur eine Nullstelle bei x = 7% und die 2. Ableitung ist immer positiv, daher

liegt ein Tiefpunkt vor:
5 5 5 25
TP <3"’(3>) = TP <3 3)

A-5.6.

a) Da x die Anzahl der Tage angibt, ist x = 2 in die Funktion einzusetzen:

f(2) = 30 - €%°2 ~ 81,55 = 82[ Bakterien ]

b) Das Maximum ist am 5. Tag erreicht, kurz bevor das Mittel eingesetzt wird:

Ns = f(5) = 30 - %55 ~ 365,47 = 365[ Bakterien |

c) Die Zunahme der Bakterien lasst sich der 1. Ableitung von f(x) entnehmen:
f'(x)=0,5-30- %

Beachtet man nun noch die Form einer solchen e Funktion, so wird klar, dass das Maximum
im Abschnitt [0, 5] bei f/(5) ~ 182,74 liegt. Die Zunahme der Bakterien ist demnach am 5 Tag
am gréBten.

d) Alle Bakterien sind getdtet, wenn f(x) = 0 ist. Wie man weil, wird eine e-Funktion allerdings
niemals den Wert 0 annehmen. Man muss sich daher ein sinnvolleres Kriterium Uberlegen:
Z.B. den Zeitpunkt, an dem nur noch weniger als 1 Bakterium vorhanden ist. Man berechnet
den Tag, an dem nur noch 1 Bakterium vorhanden ist:

1 = 36547 e 08x—9) | : 365,47
& s = e f [In(....)
& |n(36;7) = —08-x+4 |1(~0,8) | — 4
N X = ﬁ-(ln(ﬁm)—ﬂ%m,%

Spéatestens an Tag 13 ist weniger als 1 Bakterium vorhanden.



6.1

LGS Iosen

Losungen

A-6.1.

a) Wir formen nach derselben Unbekannten um

h xy+2x2 = 5 | — 2%

(I 2x;+3x, = 3 | —3x2]:2
(la) Xy = 5—-2x
(la) Xy = 1,5—-15x5

und setzen die Ausdrlcke gleich:

5-— 2X2
< 5-0,5x
= Xo

Einsetzeninla:x; =5-2.7=-9.

1,5—-15x2 |+1,5x
1,5 | —51:(-0,5)
7

b) Wir formen nach derselben Unbekannten um

h —-5xy+2x, = —11 | + 5x1,: 2

(1 6x;i —Xo = 16 | —6x1]-(—1)
(la) X2 = —55+25x
(la) Xo = —16+6xy

und setzen die Ausdrlicke gleich:
—-55+25x; = —16+6x; |—6x

& —55-35x = —16 |+5,5|:(-3,5)
& Xy = 3

Einsetzeninla: xo = -55+2,5-3 = 2.
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A-6.2.
a)
(h Xq1+2Xo — X3 = 2
(1  2x;—=3x2+x3 = -1 |lI-2-1
() 3xy —4xo+2x3 = 1 [ =31
(h Xq{+2Xo —X3 = 2
(Ha) —7X2+3x3 = -5
(IMa) —10x2+5x3 = -5 |7-llla—10-lla
(h X{+2Xo — X3 = 2
(la) —7x2+3x3 = -5
(Ib) 53 = 15 =x3=3

Einsetzen von x3 in lla flhrt zu: —7x, +3 -3 = -5 = x5, = 2.
Einsetzen von x5, x3 in | flhrtzu: x; +2-2 -3 =2 = x; = 1.

b)
(|) —3X1+2X2—X3 = —6

() 2x;—3xo+x3 = 1 [3-11+2-1

(11 X1+X2—5x3 = 4 [3-ll+]
(h —8xy+2xo—x3 = —6
(lla) —BXxo +x3 = -9
(llla) 5x, —16x3 = 6 |llla+lla
(h X{+2Xp — X3 = 2
(Na) —7X2+3x3 = —5
(Ilb) —15x3 = -8 =x3=1

Einsetzen von xs in llb flhrt zu: —5x, + 1/5 = =9 = x» = 46/25.
Einsetzen von xo, X3 in Ib fihrt zu: —3x; + 2 - (46/25) — (1/5) = —6 = x; = 79/25.
A-6.3. Zunachst definiert man Variablen, um die Unbekannten in der Aufgabe auszudriicken:

X = Alter von Max
y = Alter von Max Mutter
z = Alter von Max Vater

Mit den Informationen aus dem Text kénnen wir dann ein Gleichungssystem aufstellen:
h x+y+z = 85
(1) z—-4 =y

(1) 4x = y=x-=

A<
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Dieses Gleichungssystem kann man durch das Einsetzungsverfahren Iésen, indem Gleichung Il
und lIl'in | einsetzen:

() (3¥)+y+(y+4) = 85

N %y = 81

= y = 36

(1 z = y+4=36+4=40
(1) x = 1y=1.36=9

Max ist also 9, seine Mutter 36 und sein Vater 40 Jahre alt.






7.1

Modellierungsaufgaben

Losungen

A-7.1. Eine allgemeine Funktion 3. Grades und deren zugehérige Ableitung lautet
fix)=ax® +bx?+cx+d und f(x)=3ax?+2bx +c

Mit den Informationen aus dem Text kann man Gleichungen aufstellen, um die Unbekannten zu
ermitteln:

1. Graph bertiihrt x-Achse bei x = 2:

f2)=0 = 8a+4b+2c+d

1l
o

fl2)=0 = 12a+4b+c

1]
o

2. Schneidet y-Achse bei 1:
f0)=1=d=1

3. Maximum bei x = 3

Il
o

f(3)=0= a+lb+c

& 16a+8b+3c

1]
o

Die letzte Gleichung wurde hier noch mit 3 multipliziert, um das Gleichungssystem einfacher zu ge-
stalten. Man hat bereits eine Lésung fir d; diese kann man in die anderen Gleichungen einsetzen
und es ergibt sich somit das folgende zu I6sende Gleichungssystem:

() 8a+4b+2c+1 = 0
(I 12a+4b+c = 0
(1 16a+8b+3c = 0
Loésung des LGS liefert: a= —1/4,b=5/4,c = —2,d = 1.

Die gesuchte Funktionsgleichung lautet demnach

1
f(x) = _ZX3 + gxz —2x +1
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A-7.2. Als erstes stellt man die Funk- y 4
tionsgleichungen der bereits gebauten
Strecken auf; diese ergeben sich aus Hamburg
der neben stehenden Abbildung: 27

gx)=x+2 1

h(x) =2

» X

Die Informationen sprungfrei und knick- Q0 ] 2
frei aus dem Text weisen darauf hin, —1 4
dass es sich um ein Polynom 3. Gra-
des handeln muss. ol

Da die gesuchte Funktion die bereits vorhandenen Funktionen verbinden soll, gilt:

» ohne Sprung: g (x1) = f (x1) und f (x2) = h(x2)
+ ohne Knick: g’ (x1) = f' (x1) und ' (x2) = " (x2)
Die gesuchte Funktionsgleichung und deren Ableitung lautet allgemein:
f(x) =ax® +bx® +cx +d
f'(x) =3ax? +2bx +c
Aus den Bedingungen folgt:
< 0=-8a+4b—-2c+d
h(0) = f£(0) < 2=d
9(=2) = f(-2) &
O = f(0) < O0=c

1=12a—4b+c

Da c und d bereits bestimmt sind, erhalten wir durch Einsetzen der Variablen in Gleichung (1)

() 0

< 0

—-8a+4b—-2-0+2

—8a+4b+2

bzw. in Gleichung (l1I)
(ny 1=12a—-4b+0
Wir addieren Gleichung (I) und (lll):
+am 1 4a+2 |—2,:4
1

= a = —z

AnschlieBend setzen wir a in Gleichung (Ill) ein und erhalten b mit

1 = 12-(-3)—4b

=
& 1 = -83-4b | +3
& 4 = —4b |1 (—4)
& -1 = b
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Damit haben wir alle Parameter bestimmt:a= —-1/4,b=—-1,c=0undd =2
Die gesuchte Funktionsgleichung lautet:

1
f(x) = —sz —x?+2

mit D = [—2; 0] (da die Funktion nur in diesem Bereich gelten soll).






8.1

Extremwertprobleme

Losungen

A-8.1. Diese Formeln sollte jeder im Kopf haben:

* Flacheninhalt A und Umfang U:

— Quadrat:
Sei a die Seitenlange, dann gilt: A = 8% und U = 4a
— Rechteck:
Seien a und b die Seitenlangen, dann gilt: A=a-bund U =2a+2b

— Gleichschenkliges Dreieck:
Fir ein Dreieck mit den drei Seiten a, b, ¢, wobei a = b gilt und h die Héhe der Seite ¢
sei,gitt A=0,5-c-hund U =2a+c

« Volumen V:

— Warfel:
Sei a die Seitenlange, dann gilt: V = a°

— Quader:
Seien a, b, ¢ die Seitenlangen (Lange, Breite, Tiefe), danngilt: V=a-b-c

— Pyramide:
Sei a die Seitenlange der quadratischen Grundflache und h die H6he der Pyramide,
dann gilt: V = a%”

— Kreiszylinders:
Sei r der Radius der Grundflache und h die Hohe des Zylinders, dann gilt: V =7 -r?-h

A-8.2. Man stellt zun&chst die Hauptbedingung auf: Aus dem Text ergibt sich, dass es sich um
eine rechteckige Flache handelt, deren Umfang minimal sein soll:

U(a,b) =2a+2b
Als Nebenbedingung ist die Mindestgrdie der Grinflache gegeben:
A(a,b) =a-b =500

Die Nebenbedingung nach einer Variable umstellen a = % und in die Hauptbedingung einsetzen:

~up)=2. 290, op - 1000,

b 5 2b
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Da man minimieren mdchte, benétigt man die erste Ableitung und setzt diese gleich Null:

U= 19,2 L o | —2,.b?
& —1000 = —2b? | (=2)
& 500 = b? IV
S b = +/500 =~ 2236
. . . _ 500 _ ~
Einsetzen um a zu bestimmen: a = 505 = 500 ~ 22,36.

Ein Quadrat hat also das beste Verhaltnis von Umfang zu Flacheninhalt. Da gefragt ist, wie viel
Zaun benétigt wird, missen a und b noch in die Formel fir den Umfang eingesetzt werden:

U=2a+2b=U=2v500+2v500 = 4v500 =~ 89,44 [m]

A-8.3.f(x) = —x? +20

a) Hauptbedingung:
Flacheninhalt eines Dreiecks

Da das Dreieck mit der Grundseite
auf der x-Achse und ein Punkt auf der
Funktion f liegen soll, entspricht der
Funktionswert f(x) dieses Punktes der
Hbéhe.

Nebenbedingung:

h=f(x)=—x?+20
g- (—X2 + 20)
2

= A(x) =

Betrachtet man f(x) grafisch, fallt auf, dass die x-Achse nur genau zweimal geschnitten wird. Der
Abstand zwischen diesen beiden Nullstellen ist daher die Grundseite g des Dreiecks.

fx)=0 = -x2+20 = 0 |- 20
= X2 = 20 |-(-1)
& x2 = 20 |/
& X = +V20

Die Lésungen lauten x; = —2v/5 und x;, = 2V/5. Also gilt g = x — x4 = 41/5. Darauf folgt:
4/5. (—x%2+20
_ 45 (2X *20) _ 5B x4 40V

Fir die Maximierung wird die erste Ableitung benétigt: A’(x) = —4+/5 - x. Damit kann der Extrem-
punkt bestimmt werden:

A(x)

Ax)=0= -4V5.x=0=x=0
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Da der maximale Flacheninhalt also erreicht wird, wenn die x-Koordinate des Punktes x = 0 ist,
ist der maximale Flacheninhalt durch A(0) beschrieben.

_4V5-(—(0)2+20) 4/5.20
B S22

A(0) >

= 40V/5 [FE]

Hinweis: Die hinreichende Bedingung wurde hier nicht weiter Uberpruft.

b) Hauptbedingung: Flacheninhalt eines Rechtecks
A(a,b)=a-b

Da der Flacheninhalt maximal sein soll, muss die Seite a auf der x-Achse liegen, wahrend die
Seite b auf f(x) liegt. Die Flache ist hier zusatzlich noch auf den ersten Quadranten beschrankt.
Daher folgt:

A(x) =x - f(x) = A(x) = x - (—x2 + 20) = —x3+20x

Zum Maximieren wird die 1. Ableitung bestimmt: A’(x) = —3x2 + 20 und gleich Null gesetzt:

A(x)=0 = —3x2+20 0 | - 20

= —3x2

20 )

v

= X2

20
3
= X = ‘/%%2,58

An dieser Stelle ist nur die positive Lésung interessant, da wir uns auf den ersten Quadranten
beschranken! Einsetzen von x = 2,58 in A(x) ergibt:

3
20 20 20
A< 3>=< 3> +20- /2 ~ 3443 [FE]






9.1

Wachstumsprozesse

Losungen

A-9.1.

a) Exponentieller Zerfall b) Lineares Wachstum c) Exponentielles Wachstum

A-9.2,

a) b =200 [Liter], also f(x) = —5x + 200
b) x = 10 einsetzen und den Funktionswert ermitteln:

f(10) = —5- 10 + 200 = 150 [Liter]

c) Die Halfte der Wassermenge sind 100 Liter; gesucht ist also der Zeitpunkt, wenn f(x) = 100:

f(x)=100 = 100 —5x +200 |— 200

< =100

—5x | 1 (—5)

& 20 X

Nach 20 Minuten ist nur noch die Hélfte des anfanglichen Wasserstands vorhanden.

A-9.3.

a) Die Formel fur die Halbwertzeit ist

In(0,5)
tijo = p
wobei wir den Faktor k = —0,25 aus der gegebenen Gleichung f(x) = N - e~%25 ablesen

kénnen. Es gilt also:

In(0,5
ti)o = ﬁ ~ 2,77 [Tage]
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b) Man fugt die angegebene Funktion und die Information aus dem Aufgabentext zusammen zu
f(x) = 300 - =22 und stellt folgende Ungleichung auf:

300702 < A1 | - 300
e 02 o 1o [ In()
—0,25x < In(5k) |- (—4)

X > —4-In(55)

t ¢ Y

x > 22,82 [Tage]

A-9.4.

a) Die Kastanie kann maximal 40 Gramm schwer sein, da:

. 40 .00
XI'_[EO 9 + g0,05x — 40
b) Das maximale Wachstum entspricht dem Wendepunkt der Funktion. Man muss daher zunachst

die Nullstellen der 2. Ableitung finden:

0,05x _ 0,1x | 3
f'(x) = My = 0 | (e®rs9)
=4 8,1e005x _ 0 9eltx = 0
& e00%. (8,1 -0,9e%0%) = 0

Der e-Term kann nie 0 werden, von daher wird nur der Klammerausdruck betrachtet:

= 8,1-0,9%% = 0 | + 0,900
s 8,1 = 0,9e005¢ 1:0,9

& 9 = =00 [ In()

& In(9) = 0,05x |-20

PN X = 20In(9) ~ 43,94

Diesen Wert setzt man in die gegebene 3. Ableitung ein, um den gefundenen Wendepunkt zu
Uberprifen: (43, 94) ~ —0,000625. Also liegt bei ungefahr 43,94 Tagen die hdchste Wachs-
tumsgeschwindigkeit vor. Diese muss nun noch berechnet werden, indem man in die 1. Ablei-
tung den ermittelten x-Wert einsetzt, da die 1. Ableitung hier die Wachstumsgeschwindigkeit
angibt.

f'(43,94) ~ 0,5 [g/Tag]

Das gréBte Wachstum betragt 0,5 [g/Tag].



O Integralrechnung

10.1

Losungen

A-10.1. Verwende jeweils die entsprechenden Integrationsregeln. Die Berechnung der Aufgaben-
teile a)-c) folgt der allgemeinen Formel

f(x)=x" = F(x) =

n+1
a) f(x) = Ix? = F(x) = 1 - ;Lx?1 = 1x3
b) f(x) = Ix®+2x2+x—10 = F(x) = § - Lx®1+2. ;x4 Lx1 —10x = Jx8+ 2x3+ Ix2 —10x
- 1 —2+ 7
C) fX)=7x2=F(X)=7 3 x%1=-1

d) f(x) = 5. €*: Die e-Funktion abgeleitet/integriert bleibt die e-Funktion. Der konstante Vorfaktor
andert sich nicht: F(x) =5 - ¥

e) f(x) = 2x®+cos(x +2): Der erste Term wird nach der allgemeinen Formel (wie in a)-c)) integriert.

Die Stammfunktion von cos(x) ist sin(x): F(x) = 2 z=x3*" + sin(x + 2) = 1x* + sin(x + 2)

A-10.2. Stammfunktion bestimmen und jeweils die Grenzen einsetzen:

1-62-1.12)=3.17,5=52,5

a) f163xdx=3~f16xdx=3~[%xz]?=3-(

b) [2 1 dx = 226 gy = (214 1 dx =3 [In(x) + xI2 = (IN(2) + 2 — (In(1) + 1)) ~ 1,69

X

c) fOQﬂCOS(3X+1O)dx_[, in(3 )] 7f=%Sin(3.2ﬂ-+10)_%sin(3.0+10)

X +
= 1 sin(6m + 10) — $sin(10) = 0

d) ffWSin(X+3)+de = [~ cos(x +3) + %Xz]:r

= (—cos(r +8) + 172) — (—cos(—m +3)+ } - (~m)2) = (~cos(8) + 3 ) — (~cos(3) + 5 ) =0
o) Jo v o= (1957, = (3 97) - (3-90) - 5

A-10.3. Bei unbestimmten Integralen muss man als L6sung immer alle Stammfunktionen angeben.
Im Folgenden wird jedoch auf die Angabe des konstanten Faktors C € R verzichtet.
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a) [12(x + 1)% dx: Man erkennt die Form f(u(x)) - u’(x) und kann daher die Stammfunktion Inte-
gration mittels Substitution bestimmen:

Fulx)) =12 (x+ 1)° mitu'(x) = 1
=u(x)

Zunéchst 3 = u’(x) nach dx umstellen: v/(x) = & = 1 & dx = du
Substitution und Integral 16sen:

/12.(x+1)3dx=/12-u3du=12-/u3du=12-[14 =3u*

Resubstitution:

3ut = 3(x+ 1) = F(x) =3(x + 1)*

b) [xsin(x) dx: Einzeln kénnten die beiden Terme integriert werden, da es sich hier aber um
ein Produkt der beiden Terme handelt, muss mittels Produktintegration (partieller Integration)
integriert werden. Bestimme zuné&chst u(x) und v’(x):

1. Méglichkeit: u(x) = x und v’(x) = sin(x) = u’(x) = 1 und v(x) = — cos(x)

2. Mdglichkeit: u(x) = sin(x) und v’(x) = x = u’(x) = cos(x) und v(x) = %XZ

Im ersten Fall vereinfacht sich der Term, im zweiten verkompliziert er sich. Man entscheidet
sich daher flr die 1. Méglichkeit.

/xsin(x) dx =[x - (—cos(x))] —/1 - (—cos(x)) dx

= [—x - cos(x)] + /cos(x) dx = —x - cos(x) + sin(x)

¢) [xsin(x?) dx: Man erkennt die Form f(u(x)) - u’(x) und kann daher die Stammfunktion Inte-
gration mittels Substitution bestimmen:

f(u(x)) = sin( \xi/ ) mit u’(x) = 2x

=u(x)
Zunéchst 3 = u/(x) nach dx umstellen:

du du
/ = — = = —
u'(x) = ax 2x < dx ox

Substitution und Integral l16sen:

/x-sin (xz) dx = /x-sin(u)g—i = /%sin(u) du = —%cos(u)

Resubstitution:

—% cos(u) = —% cos (xz) = F(x) = f% cos (XZ)

d) [x%In(x) dx: Einzeln kénnten die beiden Terme integriert werden, da es sich hier aber um
ein Produkt der beiden Terme handelt, muss mittels Produktintegration (partieller Integration)
integriert werden. Bestimme zunéachst u(x) und v’(x):

1. Méglichkeit: u(x) = x2 und v/(x) = In(x) = u’(x) = %x und v(x) = x(In(x) — 1)
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2. Méglichkeit: u(x) = In(x) und v'(x) = x2 = u'(x) = 1 und v(x) = 3x°

Im ersten Fall verkompliziert sich der Term, im zweiten vereinfacht er sich. Man entscheidet
sich daher flr die 2. Méglichkeit.

/x2 In(x) dx = [In(x) : ;xs} — /)1( : %x3 dx = [In(x) : ;xﬂ — / %xz dx
= [In(x) : ;xﬂ - Bxs} = %XS (In(x) — ;)

A-10.4. Um die gesuchte Flache zu bestimmen, muss das Integral von f(x) in den Grenzen von
der y-Achse und der Nullstelle mit x < 0 bestimmt werden. Man bestimmt zun&chst die Nullstellen:

fx)=0 = x3+8 = 0
& x* = -8 |y
& X = -2

Die untere Integrationsgrenze ist also a = —2 und die obere die y-Achse mit b = 0.

0 0
/_2x3+8dx= [lx4+8x}2= (l~03+8~0) - (l~(—2)4+8~(—2)) =0—(-12) = 12 [FE]






1 1 Scharfunktionen

11.1 Losungen

A-11.1. Zeichne die Graphen zu den Funktionen f,(x) = ax® + (1 —a)®? mita = 1,2, 3, 4.

A-11.2. Wir schauen uns die Funktion f5(x) = ax? + x + § fir a = 1,2,5 zunachst in einer Skizze
an:
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11. Scharfunktionen

Eine Skizze kann hilfreich sein, je-
doch kdnnen die Beobachtungen
kdédnnen auch an der Funktionsglei-
chung gemacht werden:

¢ Alle Funktionen sind nach
oben gedffnete (a > 0) Pa-
rabeln

» Die Graphen der Funktion
laufen oberhalb der x-Achse
und besitzen demnach alle
keine Nullstelle

A-11.3. Gesucht sind Extrema, man benétigt demnach als notwendige Bedingung die Nullstellen

der 1. Ableitung der Funktion f,(x) = 3x® — 3x2:

fiix) = 9x2 — 8x

a

& x- (-8

x1=0

Diese beiden moglichen x-Werte (fur Extrema) werden mit der hinreichenden Bedingung, der 2.

Ableitung f/ (x) = 18x — &, gepriift:

£/(0) = fg bzw. £/ <2> =18

3a

Wenn a < 0 ist, liegt demnach ein Tiefpunkt bei x = 0 und ein Hochpunkt bei x = 2

Wenn a > 0 so ist es genau anders herum.

Zuletzt missen noch die jeweiligen y-Werte ermittelt werden:

f2(0) = 0 bzw. f; ( 2

Es gibt also Extrema bei £ (0/0) und bei E, (2

T 9a®

3a’

- 9a8

A-11.4. Punkt P(1]v/2) soll auf der Funktionsgleichung der Aufgabe A-11.3. liegen. Dazu setzt

man ihn die Gleichung ein und I6st zum Parameter a auf:

NN

~ 1,89

Der Punkt P(1]v/2) liegt auf der Funktionsgleichung, wenn a ~ 1,89.



1 2 Specials

Keine Aufgaben vorhanden.







3 Aufgaben auf Abiturniveau

Aufgabe: ,,Wasserbecken®

a) Aus der Abbildung lasst sich ndherungsweise ablesen:

. V(t =5)~ 480 m®
+ Im Intervall [1,4;5,5] ist V(x) > 450 m®

b) Die Tangente schneidet die y-Achse ungeféhr bei y = 370. Der Funktionswert bei 2 Stunden
ist V(2) ~ 530. Mit diesen beiden Punkten berechnet man mit Hilfe des Steigungsdreiecks die
Gleichung der Tangenten zu:

y = 80x + 370

c) Das Wasservolumen im Becken sinkt innerhalb der ersten 10 Stunden vom Zeitpunkt t an
innerhalb von 6 Stunden 350 Liter (V(t + 6) = V(t) — 350). Die Bedingung wird fiir t = 5 nicht
erfullt, denn nach der Graphik ist V(5) — V(11) = 590 — 200 = 390.

d) Man bestimmt die Nullstellen von g(t):

git)= 04-(26°—3912+180t) = 0 1:0,4
& 213 -39t +180t = O |t ausklammern
& t-(2t2—-39t+180) = 0O | aufteilen

ty=0 A 2t2-39t+180=0 |abc — bzw. pg — Formel

Die Nullstellen lauten demnach t; = 0,1t = 7,5 und t3 = 12. Das bedeutet, dass sich an diesen
Stellen das Vorzeichen von g(t) &ndert. Bleibt nur noch zu bestimmen, was das Vorzeichen in
den beiden relevanten Bereichen ist. Dazu setzt man einen Wert aus dem jeweiligem Intervall
ein. Z.B. 4 € (0;7,5) und 8 € (7,5; 12):

g(4) = 0.4~ (2(4° — 39(4) + 180(4)) = 89,6
9(8) = 04 (2(8)° — 39(8)" + 180(8) ) = ~12.8

Alsoistg(t) >0flr0O <t < 75undg(t) <0fir7,5 <t<12.
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e) Das Integral gibt das insgesamt zu-/abgeflossene Wasser im Zeitintervall [a; b] an, wobei 0 <
a < b < 12. Das Volumen im Becken nach 7,5 Stunden lasst sich wie folgt ermitteln:

7,5
V(t=75)=150 m?+ / g(t) dt
0

7,5
=150 m3+/ 0,4-(2t3—39t2+180t) dt
0

7,5
1439,

=150 m3+0,4~[2t4 3 +90t2]

0
~ 150 m® +0,4 - (1160,16 m3 — 0 m3> ~ 6141 m°

Aufgabe: ,,Scharfunktion”

a) Um die Aufgabe zu I6sen hilft es zunachst die 4 Funktionen aufzuschreiben:

folx) =x*—2

fi(x) = x* — 2x

fo(x) = x* — 2x2

fa(x) = x* —2x* = —x*

Mit den Funktionsgleichungen ist nun eine Zuordnung der Graphen méglich, indem man sich
die genannten Eigenschaften anschaut:

* f4(x) hat nur eine Nullstelle bei x = 0 und kann somit nur zu Abbildung 2 gehdren.
* fo(x) schneidet die y-Achse bei —2 und kann somit nur zu Abbildung 4 gehéren.
* fo(x) ist achsensymmetrisch, da die Funktionsgleichung nur gerade Exponenten enthalt.

f1(x) hat keine Symmetrie. Demnach muss f>(x) zu Abbildung 1 und f;(x) zu Abbildung 3
gehdren.

b) Nun soll das Grenzwertverhalten im Unendlichen betrachtet werden, wobei n > 4:

lim (x4 72x”> = lim —2x" = —c0
X—00 X—00

Beachte, dass n > 4 und somit im Unendlichen der x" Term schneller wéchst als der x* Term.
Fehlt nun noch die andere Grenze:

) . ) oo nungerade
lim x*—2x"= lim —2x" —
n——oo n——oo

—oo  ngerade
Aufgabe: ,,Atmung“

a) Zunachst muss g(1,5) berechnet und interpretiert werden:
. i
g(1,5) = —0,4sin (5 (1 ,5)) ~ —0,283

Das negative Vorzeichen bedeutet laut Aufgabenstellung, dass die Person gerade ausatmet.
Der Patient atmet 1,5 Sekunden nach Beginn der Beobachtung 0,283 Liter Luft pro Sekunde
aus. Hinweis: Der Taschenrechner muss auf RAD gestellt werden und nicht auf DEG! Warum?
RAD immer dann, wenn in der trigonometrsichen Funktion was mit = vorkommt und DEG immer
dann, wenn ne Gradzahl dort steht.
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b)

Das Lungenvolumen ist zu dem Zeitpunkt minimal, wo gerade eine Phase des Ausatmens
beendet ist. Laut Aufgabenstellung also das Ende von einem Abschnitt, an dem die Funktion
ein negatives Vorzeichen hat. Dies ist zum Beispiel bei t = 6 [Sekunden] der Fall, wie sich in
der Abbildung ablesen lasst.

Wir méchten zunachst die Stammfunktion von g(t) bestimmen:

/g(t) dt = /—0,4sin (gt) dt = —0,4/sin (gt) dt

Nach der Faktorregel kénnen wir die Konstante —0,4 aus dem Integral ziehen und bestimmen
demnach nur noch die Stammfunktion von [sin (% -t) dt. Seiu = % - t, dann sei % = Z. Wir
ersetzen (substituieren) also dt = %du sowie u = 7 -t und erhalten:

2 /sin(u) du = —% cos(u)

7.
Nach der Riicksubsitution und mit Einbeziehung des Faktors —0,4 die Stammfunktion von g(f):

T L

—0,4/sin (g . t) dt=-0,4. 2 cos(2 )= 0.8 cos(2 t)
™ e

Hinweis: Wir haben hier das +C flr das unbestimmte Integral weggelassen, da wir ja ein be-
stimmtes Integral berechnen wollen. Jetzt schnappen wir uns die Grenzen und I6sen auf:

™

4
{0’8 cos(Z - t)} ~ 0,51 [Liter]
2 2

Betrachtet man den Graphen der Funktion in der Abbildung, so erkennt man, dass man gerade
Uber einen kompletten Abschnitt integriert hat, in dem die Funktion positiv ist. Da die g(t) die
Luftgeschwindigkeit in Liter/s angibt, hat man die Luftmenge in Liter im Abschnitt 2 <t < 4
ermittelt. Diese Luftmenge ist die wahrend eines Einatmungsvorgangs eingeatmete Luft.

Die Atemfrequenz in Anzahl Atemzyklen pro Minute erhélt man, indem man die Einheiten um-
rechnet:

1 [Atemzyklus] 15 [Atemzyklus] 15 [Atemzyklus]
4 [s] - 60 [s] - 1 [min]

Die um 20% erhdhte Frequenz betrdgt 18 Atemzyklen pro Minute. Dafur betragt die Zeit fur
einen Atemzyklus:

60 10
tzykius = 18 [s] = 3 [s]

Eine Sinus-Funktion f(x) = sin(b - t) mit dieser Periode ergibt sich mit:

10 3 3
b?=2ﬂ':>b=2ﬂ'ﬁ=gﬂ'
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1 4_ Vektoren

14.1 Losungen

A-14.1. Gegeben sind die Vektoren

+
)
o =+ o
N
Il
|
© © @
+

eC=|_2o|el0o|=82+(-2-0+1.2=8

0

und € = 1

0
1 0
+10|— 1|4
1 0
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0
3 2 (-2)-2—-1-0 —4
(i bxc=|-2|x|o|=| 1.2-3.2 |=]-4
1 2 3.0-(-2)-2 4
2 3 0-1-2-(-2) 4
(vi) cxb=10| x|—-2]-= 2.3_2.1 =| 4 =—[B>><7]
2 1 2.(-2)-0-3 —4
1 1 10-(—8) — (-3) - 10 0
) dxd=|10]x]|10]= -3.1-1.(=3) |=1o0
-3 -3 1-10—-10-1 0

(X) [2]+ (D)= /22+ 42+ (1) +/3+ (22 +12 = 2T + VT4 ~ 8,32

5
i) [3+B]=||2|| - vVEEr2Z+0? =29~ 5309
0
i T\ _ _Fob  _ 23+4(=2)+(—1)1 _ _ _3 . o N\ )
(xii) £(d,b) = FB| . VaiNAE D VEid /(d, b) = arccos (mm) ~ 100,08
b) Ansatz:
2 1 0) = ():2x+1u=0
Al 4 | +p- (10 =[O0 =():4x+10u=0
-1 -3 0/ =(ll): —1A—-3u=0

mit A = p = 0 als einziger L&sung. Also sind beide Vektoren linear unabhangig.

c) Ansatz:
2 3 1 0\ =():2 +3u+15=0
Al 4 | +p-|—2]+0-110=]0] =():4X—-2u+106=0
-1 1 -3 0/ =()y:—1Xx+14—-356=0
Es gilt also, das LGS zu lésen:
(mm+2(: 2x+46 = 0
& A= =25
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Wir setzen A = —24 in (lll) ein und erhalten:
= —1-(-20)+1p—36=0<pu=9

Alles in () eingesetzt: —4¢6 + 36 + 16 = 0, also auch erfillt, da 0 = 0.

Lésungen sind alle zahlen ¢ sowie ;4 = 6 und A = —26, also zum Beispiel: 6 = u =1, = —2.
Die drei Vektoren sind also linear abhangig.

2 3 2
%
d) A paralielogramm = |§> x b|= 4 | x| =-21||= -5 = /285 ~ 16,88
-1 1 -16
3 2 —4
%
&) Apieok = 1 [b x Cl=1-|| 2| x|o]||=%-|| -4||=1 v4B~346
1 2 4
2 3 2 2 2
%
f) Vopar=|(@ x b)e Cl=|| | 4 [ x|—2||e|o]||=]] -5 |*]|0]|=28
-1 1 2 —-16 2

g) Damit g ? gilt, muss das Skalarprodukt der beiden Vektoren gleich 0 sein:

4 |e|1]1=0=26+4—x3=010-x3=0<x3=10

—1 X3
A-14.2.
a)W:ﬁ+%ﬂ§=(ﬁ+;(@—cﬁ)=cﬁ+;@—%cﬁ=;(cﬁho@)
1+3 2
=3l 3+1 | =|2]| =M(2?2)0)
—-1+1 0
1+3+4 8/3
b) 0= (0A+0B+0C)=1-| 34144 |=|8/3|=5(%%0)
—1+1+0 0
3-1 2

o) 1AB|=|| 1-3 ||=|| 2||-vi2
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41 3
ACI=|| a-3 ||=|[1]/=-vAT

0—(-1) 1

4-3 1
BCI=|{a—1]||=|| 3 ||=viT

01 —1

d) Nach Aufgabe c) liegt D gegenulber C.
Wir erhalten

0
0?=Oj+0?= 3 |+|-3[=1]0
0

Der Punkt D(0|0|0) liegt also im Koor-
dinatenursprung. Es entsteht die Raute
ADBC. D

A-14.3.

0
a) Esgilb@: 4 =[%.
0
0 3
Damit ist das Viereck ABCD ein Parallelogramm. Wegen /ﬁ o,ﬁ =|4|e]0]| =0gdilt /ﬁ L
0 4

/ﬁ). Da das Viereck ABCD ein Parallelogramm ist, sind gegeniberliegende Winkel gleich grof3
und nebeneinanderliegende Winkel ergédnzen sich zu 180°. Damit sind alle Winkel rechtwinklig
und das Viereck ABCD ist ein Rechteck. Fiir den Flacheninhalt erhalt man:

0 3
ARechteck = |/ﬁ‘ : |/ﬁ| = 4 : 0 =4.5=20
0 4
b) Es ist
3-3 0
A B E
AE=|6_(-2)|=|8|=2-2B . >
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Somit liegt E auf der Halbgeraden [AB (namlich doppelt so weit entfernt von A wie B), aber

nicht auf der Strecke [AB].

¢) Wir machen uns zuné&chst eine Skizze der Situation.

D C
B% \
5 5
o s

Damit ergibt sich:

OF=0A+EB=| _o|+|_a|=|_6|=F@3/-6/3)

3 0 3

d) Die Skalarprodukt-Beziehung fiir s ergibt:

3 0
E%OE? —4 —4 6 o
cos(ﬁ)—|E E |—>cos(ﬁ)— AT 4 = 41.4—>6~51,34

Nachweis, dass das Trapez den Flacheninhalt von 40 [FE] hat:

1
ATrapez = 5 (@+c)-h
1

= 5 (IFE| +|DC)) - |AD|
0 0 3
=%~ 12 ||+|| 4 '] 0
0 0 4
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A-14.4.

a) Man muss zeigen, dass die drei Vektoren aufeinander senkrecht stehen, d.h. das Skalarprodukt
zwischen je zwei Vektoren gleich Null ist.

2 —1

3.?: 1o 2 | =-2+2+0=0
2 0
2 4t

deC=|1]e]| 2t | =8t+2t—10t=0
2 -5t
—1 4t

?o?= 2 |le| 2t | =-4t+4t+0=0
0 —5t

2 1 4t 4 4t
_)
Vauader = |(3 x b)e E)‘ = 1| X 2 . ot = 2| e ot = 45‘t|
2 0 -5t 5 -5t

Analog erhalt man auch elementargeometrisch:
—
Vauager = | @b || €| =3 V5 - V45]t| = 45]t]

und damit: Vquager = 15 < t = £3



5 Geraden

15.1 Losungen

A-15.1.
2 1-2 -1
a) Man wahlt 0? = | 5| als Stlitzvektor und I@ =|17-5]| =] 2 | als Richtungsvektor. Damit
1 0-1 -1
gilt:
2 -1

g:7= 5l+X-| 2 |, eR
1 —1

Nun Uberpriift man, ob T € g gilt. Gleichsetzen liefert das Gleichungssystem:

2 &A2=0

) 2-2

() 5+2) 1

my 1-=x 3

weil A = 0 keine Lésung der anderen Gleichungen ist, ist das Gleichungssystem unlésbar:
T¢g.

2 0
b) Man wahit 0? = | 0 | als Stutzvektor und T = 1 | als Richtungsvektor, denn dieser verlauft

3 0
parallel zur xo-Achse. Damit gilt:

2 0
g:X=|o|+x[1].reR

3 0

Es qilt T € g, weil sich durch Einsetzen von A = 1 in die Geradengleichung X = 07 ergibt.
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¢) Man wéhlt den Koordinatenursprung (0/0|0) als Aufpunkt und verwendet den Richtungsvektor
der gegebenen Geraden. Damit gilt:

0 2
g:X=|o|+n | -1|.neRr
0 5

Es qilt T ¢ g, da die Gleichung 2 = 0 + 2y flr die 1. Komponenten nur die Lésung ¢ = 1 hat,
dies aber keine Lésung der beiden anderen Komponentengleichungen ist.



6 Ebenen

16.1 Losungen

A-16.1.
3 1 1

a) Mit 07‘ = | 1 | als Stlitzvektor sowie /@ = |6 | und E = | —1 | als Richtungsvektoren erhalt
2 1 -3

man die Parameterform:

E: X = 1 +x- |6 +p- | =1, MpeR

Mit Hilfe des Normalenvektors 71 = /ﬁ X /ﬁ = 4 und A als Aufpunkt ergibt sich somit

-7
die Normalenform
—-17 3
E:| 4 [e|X¥=-|1]]=0
-7 2

und damit durch Ausmultiplizieren die Koordinatenform

E:—17x1 +4x> — 7x3+61 =0

1 1 31 2

b) Man wahlt | 2 | als Stutzvektor sowie | 3] und | 1 —2| = | —1 | als Richtungsvektoren.

3 4 2-3 -1



64 16. Ebenen

Damit erhalt man:
1 1 2
Parameterform: E: X-= ol +A- |3l +p- ] =1, MpeER
3 4 -1

Koordinatenform: E: x;+9% —7x3+2=0

c) Die Geraden besitzen denselben Aufpunkt und voneinander linear unabhangige Richtungs-
vektoren. Sie liegen also nicht parallel und schneiden sich in S(1|2|3) . Diesen wahlt man als
Aufpunkt und erhalt mit den beiden Richtungsvektoren der Geraden:

1 1 2
Parameterform: E: X-= ol +A- |3 +u- ] =1, pueER

3 4 3

Koordinatenform: E: 13xq{ +5x, —7x3—2=0

1 0

d) Da E parallel zur x; — x> - Ebene verlaufen soll, wéhlt man | o [ und | 1 | als Richtungsvek-

0 0
toren. Die Parameterform lautet:

4 1 0
E: X = 71+X- ol +u-11] ., peR
3 0 0

Die Koordinatenform ergibt sich (da E parallel zur x; — xo-Ebene) bereits aus dem x3-Wert von
B:

E:x3=3bzw.E:x3—-3=0

e) Hierist das Aufstellen der Normalenform sehr leicht. Da E | g4, bildet der Richtungsvektor von
g1 den Normalenvektor von E. Als Aufpunkt wéhlt man wie angegeben Punkt A. Damit lautet
die Normalenform:

1 3
E:[3]e X — 1 =0
4 2

Durch Ausmultiplizieren erhalten wir die Koordinatenform:

E:x{+3x+4x3—14=0
Dies muss nun noch in Parameterform umgewandelt werden. Dazu setzt man x; = A sowie
Xo =y und l6st die Gleichung nach x3 auf:

1 3
X3—3,5—Z)\—Z,U/
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Untereinanderschreiben der drei Ausdrlicke

xx = 0 + 1-2 + 0-u

X2 = 0 + 0-X + 1-pu

X3 = 35 -— jz A % -
ergibt die Parameterform:

0 1 0

E:X = o |+A- 0 + [ 1 A eER

3,5 -0,25 -0,75
A-16.2.

a) Die Ebene E steht senkrecht auf dem Vektor

31 2

op

PP =12_4|=|-2
3-7 —4

welchen man somit als Normalenvektor wéhlt. Als Stiitzvektor wéhlt man den Mittelpunkt M der
Strecke PP’

1 2 2
1 — 1
OM=0P+--PP=|a|+--|_2|=]|3
2 2
7 —4 5
Damit gilt:
2 2

Ausmultiplizieren liefert die Koordinatenform E : 2x; — 2xo — 4x3 + 22 = 0.
b) Wir schauen uns zwei unterschiedliche Vorgehen an:

« Vektoriell:

1
d(PiE) = |PM| = || 1 || = /12 + (-1 + (-272 = VB [LE]

-2
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+ Mit Hilfe der HNF:
Man dividiert die Ebenengleichung durch den Betrag des Normalenvektors
2
=] —2||=v24=2V6
—4
und multipliziert anschlieBend mit (—1), um HNF zu erhalten:
1
Eune i —= (X1 + X0 +2x3—11) =0
HNF NG (=X1 + X2 3 )
Einsetzen von P in Eynr liefert auf der linken Seite:
1 6
— (—1+4+2.7-11)=—=V6
6! NG
Somit gilt d(P; E) = v/6 [LE].
A-16.3.
a) Eckpunkte des Quaders:
Xs4g H

A(0/0/0), B(3/0/0), C(3/4/0), D(0/4/0) S
E(0/0/2),F(3/0/2),G(3/4/2),H(0/4/2) s 2 a |

b) Seitenflachen:

Eagcp i X3 =0, Eaerg:x2=0,
EapHe :x1 =0, EcpHg : X2 = 4,

Egccr :x1 =3, EgrgH:X3=2



7 Lagebeziehungen

17.1 Losungen

A-17.1.

a) Lage von A zu g;:

3 -2 2 3 = —2+2)\ A= 25
1l=12191+X 3= 1 = —1+3x & X = 2/3 =A¢ g4
6 3 -6 6 = 3-6X A = 0,5

3 1 2 3 = 1+2u p = 1
t{=]2|+p-|-1]|=1 =2-p & p =1=Acq
6 3 3 6 = 3+3u wo= 1

b) LagevonAzuE:E:4-3-2-1+6—-2=1440=>A¢E

c) Lage von g; zu gs:
Offensichtlich sind die beiden Richtungsvektoren linear unabhangig voneinander, also schnei-
den sich die Geraden oder sie sind windschief. Gleichsetzen von g4 und gs liefert:

-2 2 -8 —4  —-2+2x = —-8-4r
—1|+X- |3 |=|-=2|+7- |2 ]|= ) —1+3x = —2+27
3 -6 3 -6 (my  3—-6x = 3-67
Auflésen von (I) nach X ergibt: A = —3 — 27. Dies setzt man in (Il) ein:
=-1+3-(-3-27)=-2+2ro7=-1
Dadurch erhalten wir auch A. in dem wir 7 = —1 in die umgestellte Gleichung (l) einsetzen:

A=-3—-2-(—1) =—1. Einsetzen von A und 7 in (lll) liefert die wahre Aussage:

3-6-(—1) = 3-6-(-1)

= 9 9 v
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17. Lagebeziehungen

)

Damit schneiden sich die Geraden im Schnittpunkt S mit:

-2 2 —4
08=| 1|+ 3|=|4
3 —6 9

Lage von g» zu gs:
Die Richtungsvektoren sind linear abhangig voneinander:

2 —4
—2-[-1|=]2
3 -6

Damit sind die Geraden identisch oder echt parallel zueinander. Man testet, ob der Aufpunkt
von g, auf gz liegt:

1 -8 4 1 = —8_4r 1
2l=|-2|+7-|2|= 2 = —2+2r = |2 ¢9s
3 3 -6 3 = 3-6r <71=0 3

Denn die dritte Gleichung hat nur 7 = 0 als L&sung, dies 16st aber keine der beiden anderen
Gleichungen. Damit sind die Geraden g» und g; echt parallel zueinander.

Damit Punkt C € E gilt, muss C die Ebenengleichung erflllen:
4.4-2.0+c-2 = 0
& c = —14

Damit g; L G gilt, missen der Richtungsvektor von g; und der Normalenvektor von G linear
abhangig sein:

2 2 0 2X+2u = 0 S A=—u
Al 3 |[+p- | a |=]0]|= 3\+a-p = 0 =(@—-3)-u=0
6 _2a 0 6A-2a-pu = 0 =(3-a)-u=0

Also gibt es flr a = 3 Lédsungen \, 1 # 0, so dass die beiden Vektoren linear abhéngig sind mit
der Folge, dass: g1 L G.

Fir einen allgemeinen Punkt von F gilt:
2—0—2p
X=| 3+0-3p

—4 +50 +6¢p
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Dies setzt man in die Gleichung von E ein:

4. 2-0—-2p)—2-8+0—3p)+(—4+50+6p)—2

]
o

& o = 4p—4

Einsetzen in die Gleichung von F und zusammenfassen liefert die Schnittgerade:

2 1 2 244 —4p -2,
g:X=| 3 |+(p-4-| 1 [+e-|-38|=]| 3-4 [+] 4p-3¢
4 5 6 —4-20) \ 20046
6 6
= -1 |+e- | 1 |:0p€R

—24 26

g) Fur die Spurpunkte von g; setzt man jeweils eine Koordinate gleich 0:

e x1=0:0=-2+2 = )=1

-2 2 0
(ﬁxzxa =l-1]+1- |13 [=]2
3 -6 3
*x2=0:0=-1+3\ & \=]
-2 2 -3
08 = | -1+ ! 3|=]0
3 -6 1
*Xx2=0:0=3-6A<)\=05
-2 2 —1
08 = | —1]|+05-| 3 |=]|os
3 -6 0

h) Zur Bestimmung der Spurgeraden gy,x, von E bestimmt man zuné&chst die Spurpunkte
wa und SXz:

0,5
Cxo=xy=0:idxy —2=0=x=05=08=| 0
0

0
-x1=x3=0:—2x2—2=0:>x2=—1:>(§X2= _1

0
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Damit erhalt man die Spurgerade

0,5 -0,5
P
gX1X2:?=(§X1+KJ'SX1SX2= 0 + K - 1

0 0

A-17.2.

a) Zur Bestimmung des Schnittpunktes setzt man die beiden Geraden gleich und lasst das Glei-
chungssystem:

5 1 -1 2 5+ = —1+2u 6+A = 2u
of+A-|-1|=]2|+r-]JOo]= - = 2 Aad A= =2
3 0 —1 2 3 = —1+2u w o= 2

Man sieht, dass die erste Zeile durch Einsetzen der Werte von A und . erfullt ist. Damit schnei-
den sich die beiden Geraden im Punkt

5 1 3
06=|o|-2|-1]=]2
3 0 3

Der Schnittwinkel « = Z(g, h) ergibt sich aus den beiden Richtungsvektoren:

1 2
—1|e]0
cos(a) = ° g2 | 1. o= arccos <1> = 60°
1 5 V2.8 2 2
—11(-1]0
0 2
b) Einsetzen der Geraden
2+ 5\
9:X=| 3\

in die Gleichung von E liefert:

3.(2+5)) —2-3\+(-\) -5 = 0

& 8\

I
I
—

4 A = —
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Durch Einsetzen in die Gleichung von g erhélt man den Schnittpunkt

2 5 5
1

(g: 0 + (—8> 3 = _%

0 : 8

Den Schnittwinkel o = Z(g, E) berechnet man mit Hilfe des Sinus aus dem Richtungsvektor
(53 —1)T der Geraden und dem Normalenvektor (3 —2 1)T der Ebene:

5

3

3 °
-2

—1 8

sin(a) = = = qa=arcsin[ ——— | = 21,19°
() 5 3 V35-v14 <\/35~\/14>
3 -2
—1 1

¢) Zur Bestimmung der Schnittgeraden setzt man x; = A und betrachtet die beiden Gleichungen

() 3\+x3—5

0

(”) 7)\+2X2+3X371 0

Auflésen von (1) nach x3 liefert x3 = 5 — 3. Dies setzt man in (Il) ein und |6st nach x» auf:

“A+2x%+3:-(6—-3\)—-1=0<x2=—-7+5\

Damit ergibt sich die Schnittgerade

X 0+1) 0 1
g:X=|x|=|-7+50|=|-7|+r| 5 |.reRr
X3 53\ 5 -3

Den Schnittwinkel « = Z(E, F) erhalt man mit Hilfe des Kosinus aus den beiden Normalenvek-
toren (30 1)T und (—12 3)T der beiden Ebenen:

—

3 —1
O[] 2
1 3 0 .
cos(a) = 5 » =m.m=0:a=arccos(0)=90
of||| 2
3

Die beiden Ebenen stehen also senkrecht aufeinander.
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A-17.3.

a) E ist parallel zur xo-Achse, da der Normalenvektor (1 0 1)T senkrecht auf der x,-Achse steht.
Einsetzen der Gerade
-
9: X =|v2+v2r
2+

ein die Ebene E ergibt die fir alle A wahre Aussage —\+(2+\)=2=g € E.
Fir die Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen (= Spurpunkte) setzt man jeweils zwei Koor-
dinaten gleich 0:

“ Xp=X3=0:x; =2 = 08, = (200)7

* Xy =x3 =0:0 =2 = E ist parallel zur xo-Achse und hat daher keinen Spurpunkt mit dieser
(siehe oben)

-x1=x2=0:x3=2:(ﬁxa=(002)T

Um die Gerade g zeichnen zu kénnen, berechnet man auBerdem den Spurpunkt von g in der
X1 — x3-Ebene:

* xp = 0 eingesetzt in g ergibt: V2 +v2\=0= \ = —1

0 —1 1
=08 = [v2 |+ (1| v2| =0
2 1 1
X3
3,,
9

s

»
N>

SXZ

*o---

)

<

1
2 E

3 Sx
X1

b) Gesucht ist der Winkel o zwischen g und der x; — x>-Ebene. Diese besitzt den Normalenvektor
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7X1X2 =00 1)T. Damit lasst sich errechnen:

-1 0
v2|e|o
. 1 1 11 (1 .
sin(a) = =2.1=§:>a=arcsm > =30
-1 0
V2 0
1 1

Der Abschnitt der Achterbahn steigt gegentiber der Horizontalen unter einem Winkel von 30°
an.






8 Abstandsberechnung

18.1 Losungen
A-18.1.

a) Man verwendet das Lotebenen-Verfahren, mit einer Hilfsebene H , die senkrecht auf g steht
und durch P verlauft:

H:] -1 ] e X - 1 =0=H:2x{ —Xo+Xx3—16=0

Den LotfuBpunkt von P auf g erhalt man als Schnittpunkt S von g und H: Einsetzen des allge-
meinen Punktes der Gerade g mit

X1 1+2\
g9 Xo | = —A
X3 2+ A

1 2 5
0S = of+2-[-1|=1|-2
2 1 4

dP:g)=I5P|= || 3 || =v27 ~5.20[LE]
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b) Man bestimmt den Abstand der beiden Geraden mittels des Lotebenen-Verfahrens. Mit Hilfe
des Aufpunktes und des Richtungsvektors von g erhalt man als Gleichung fir die Lotebene

2 0
Hi| _alo|X-]o|]|=0=H:—2¢-4x+x3-1=0
1 1

Einsetzen von Gerade h in Ebene H liefert:

2. (4+6p)—4-(11+120) +(-10-3u) —~1=0< p = —1

Damit gilt
4 6 -2
0= 11 [+(-D-[12|=] -1
-10 -3 -7

-2
dig;h) = 1A8| = || _1 || = V69 ~ 8,31 [LE]
-8
c) Lotvektor-Verfahren
Wir wahlen zunachst
-7 -2+

0P=| 3+20 | egund0G=|_1424|€h

—1+4) 4+
Daraus folgt:
—2+pu -7 5+pu
@= —1+2u | — | 3+2)\ [ =] -4-2X+2u
4+ —1+4) 5—-4)\+pu

Damit P und Q die beiden nachstgelegenen Punkte sind, muss der Vektor /@ senkrecht auf
den beiden Geraden stehen. wir erhalten das folgende das Gleichungssystem:

5+pu

0
(h —4-—2 x+2u |2 0 =12-20A+8u=0
5—4)\+p 4

S5+pu 1

(M [ —4-2x+2u |2 0 =2-8\+6u=0

5—-4X+pu 1
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Aus Gleichung (1) folgt © = —1,5 + 2,5\, was wir in Gleichung (Il) einsetzen und erhalten:

=>2-8\+6-(—15+25))=0<A=1

Dadurch kénnen wir jetzt auch p bestimmen: = —1,5+2,5-1 = 1. Wir erhalten auf diesem

Weg die beiden néchstgelegenen Punkte

-7 -7 —2+1 -1
0P = 3+2.1 |=| 5 und 0Q = —1+2.1]=]1
—-1+4-1 3 4 +1 5

Der Abstand der windschiefen Geraden betragt

6
d(g;h) = |PO| = || —a || = V56 ~ 7,48 [LE]
2

Parallelebenen-Verfahren
Wir stellen eine Ebene H auf, die g enthalt und zu h parallel ist

-7 0 1
H:X = 3 |+7-|2|+0-|2|, 7,0€R

-1 4 1
und wandeln in die HNF um:
1
H:—  (—6x1 +4xo —2x3 — 56) =0
\/% ( 1 2 3 )
Anschlie3end setzen wir den Aufpunkt von h ein und erhalten:
1 56
—(-6-(-2)+4-(-1)—-2-4-56) = —— =
N (—6-(=2)+4-(-1) ) N

Damit folgt fir den gesuchten Abstand:
d(g;h) = ‘56 = V56 =~ 7,48 [LE]
L) \/576 ’
Wir wenden das Lotgeraden-Verfahren an und setzen die Gerade

6 3
h:X = 3l+Xx-lo],AeR

3 4
in die Ebene E ein und I6sen nach der Unbekannten A auf. Wir erhalten A = —1 und damit den
LotfuBpunkt
6 3 3
08=|3|+(-1-|o|=]|3
3 4 -1



78 18. Abstandsberechnung

Der gesuchte Abstand betragt

3
d(P;g) = SP| = || 0 || = V25 = 5 [LE]

4

e) g und E sind parallel zueinander, weil die Richtungsvektoren beider linear abhangig sind:

1 2 —1

Wir wandeln die Ebene in die HNF um und erhalten:
“(xy+x0 —2x3—5)=0

1
E I —
HNF NG

AnschlieBend setzen wir den Aufpunkt der Geraden g ein und erhalten 0 = 0, d.h. die Gerade
liegt in der Ebene E (g C E) und damit ist der Abstand naturlich d(g; E) = 0.

A-18.2. Wir wandeln zunéchst die Ebene E in HNF um:
EHNF . % . (3X1 74X2 — 15) =0

Damit P den Abstand 1 von E besitzt, muss die linke Seite beim Einsetzen von P gleich 1 oder
—1 sein:

-(8-3a-— 4a—15) +t1a-383=+1=a=2va=4

m\

A-18.3. Der Punkt A soll von P und Q gleich weit entfernt sein. D.h. es gilt: |ﬁ| = |/ﬁ|. Wir
schreiben A als allgemeinen Punkt

2+2)\
(ﬁ= 1+
3+2)\
und stellen die Vektoren /ﬁ’ und /@ auf:
5 2+2)\ 3—-2)\ 6 2+2\ 4 — 2\
AP=|1|=]1+r|=]| —n |bzwAG=|3|-|14a]|=]|2-1
0 3+2) -3 -2\ 3 3+2)\ 4 — 2\

Als nachstes berechnen wir die L&nge dieser Vektoren mit dem Betrag

AP| = /(3 — 202 + (—0)2 + (-3 — 2))2 = VOXZ + 18

AQ| = /(4 — 22 + (2~ X2 + (4 — 2))2 = \/OX2 — 36X + 36
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und setzen beide Ausdriicke gleich:

VOX2 +18
& 9)\2 +18

& 36X

& A=
Damit gilt:
2+2.0,5
(ﬁ = 1+0,5

3+2-0,5

9)\2 — 36\ +36
9)\2 — 36\ + 36
18

1
2

3

| quadr.

= 11,5 = A(3[1,54)

4






9 Projektion und Spiegelung

19.1 Losungen

A-19.1.

a) P'(-5[2| — 1)
5 -8 -1

by 0P =0P+2.PZ=|_o|+2. [ 3 |=]| 4 | =P(=11147)
1 3 7

c) P'(5]2| - 1)

d) Wir wéhlen die Ebene E, die durch Punkt P und senkrecht zu g verlauft:

E:| -1 e X — -2 =0=>E:4xy — X —Xx3—21=0

E geschnitten mit g liefert den LotfuBpunkt F(7|4|3). AnschlieBendes spiegeln von P an F ergibt
P’(9]1015).

e) Wir wahlen die Gerade g, die durch Punkt P und senkrecht zu E verlauft:
5 1
g: ¥ =|_2|+r|-1]. rer
1 0

E geschnitten mit g liefert den LotfuBpunkt F(0|3]1). AnschlieBendes spiegeln von P an F ergibt
P'(—5|8]1).

A-19.2. Projektion und Spiegelung:

1 1
a)g:xX=|7|+x|o]|.,reRr

0 0
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b) E geschnitten mit g liefert —4\ — 2 = 2 = X\ = —1 den Schnittpunkt S(4|2| — 2). Damit haben
wir bereits einen Punkt von g* gefunden. Jetzt projizieren wir noch den Aufpunkt von g mit Hilfe
des Lotgeraden-Verfahrens. Gerade

0 1
h:X = 3 |+p-lo],neR
-2 1

geschnitten mit E liefert u = 2, also den LotfuBpunkt F(2|3]0). Wir erhalten

4 -2
g*:7=@+T-S_F)= 2 |l+7-| 1|, 7T€R
-2 2

c¢) InTeilaufgabe b) haben wir bereits den Schnittpunkt S(4|2| —2) sowie den LotfuBpunkt F(2|3|0)
des Aufpunktes A(0|3| — 2) von g ermittelt. Damit kénnen wir nun den Aufpunkt an F spiegeln:

0
W:cﬁw.ﬁ: 3 |[+2-

-2

N O N

4
=13

2
Es qilt:

—
g’:?:(ﬁﬂ--SA’: 2 |+7-[1].,7€eR
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20.1 Losungen
A-20.1.

a) K:(x; =32+ (x2+2)%=9
b) K:(x; —1)%+ (xo +4)% + (x5 — 2)° = 4

ESISII’—$|—‘ -4 -30) ‘ 5. Damit: K : (x; —2)% + X2 + (xg + 1) = 25

d) M =(-3/9/0),r =/5
A-20.2. K besitzt den Mittelpunkt M(1| — 2| — 1) und den Radius r = 2

a) Wir berechnen den Abstand der Punkte A und B jeweils zum Mittelpunkt M der Kugel und
interpretieren das Ergebnis.

. |MA| = \ (141) \ V18 > r = A liegt auBerhalb der Kugel.
Der Abstand zur Kugel betragt d(A; K) = v/18 — 2 LE.

. |/W§|=‘(200) |=2=r=BeK
b) Wir setzen die Gerade g mit
4)\
g: X =| —2\
-8+ 3\
in die Kugelgleichung K ein und erhalten:
(4X—1)2+(—22+2)2 +(—8+3)1+1)2 =4 = 29X — 581 +50=0

Wenn wir die pg- oder Mitternachtsformel anwenden, werden wir feststellen, dass diese Glei-
chung keine Lésung besitzt. Interpretation: g ist eine Passante zu K.
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Wir berechnen dafir jetzt den Abstand d(g; K) von g zu K, indem wir den Abstand d(g; M) von
g zum Mittelpunkt der Kugel berechnen und anschlieBend den Radius subtrahieren. Zur Be-
rechnung von d(g; M) nehmen wir die Lotebene H, die durch den Mittelpunkt M und senkrecht
zur Geraden g verlauft:

4 1
H:| _2]e X - _2 =0=H:4x1 —2x,+3x3—5=0
3 -1

Schneiden von H und g liefert A = 1 und somit den LotfuBpunkt F(4| — 2| — 5), wodurch wir
zuné&chst den kirzesten Abstand der Geraden zum Mittelpunkt der Kugel berechnen kénnen:

-3
—
digiM)=|FM|=1|] 0 ||=5

4

Wenn wir jetzt den Kugelradius abziehen er-
halten wir den gesuchten Abstand:

d(g;K) =d(g;M) —r=5—-2=3][LE]

¢) Wir bestimmen zunachst den Abstand von E zum Mittelpunkt M. Dazu nehmen wir die Gerade
g, die durch den Mittelpunkt M und senkrecht zur Ebene E verlauft:

E geschnitten mit g liefert A = % und damit den Schnittpunkt M’(1,5| — 3| — 1). Es gilt:

0,5

—
‘MM’: 1 ll=v125<r

0

Damit schneiden sich E und K in einem Schnittkreis mit Mittelpunkt M’. Den Radius erhalten
wir mit Hilfe vom Satz des Pythagoras:

2
r=/r2 - ’MM’ = /4 —1,25=1/2,75 ~ 1,66 [LE]

d) Der Normalenvektor der Ebene E lautet = /\ﬁ =(20 O)T als Aufpunkt verwenden wir den
Punkt B. Wir erhalten:

E:lo|le|X-|_2||=0=E:2¢,-6=0
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e) /\Té hat die Lange r = 2, MM, ist ein Vielfaches von I\ﬁ mit der Lange 3. Also:

1
MB=|_2|+

—1

Damit gilt:
Kit(xi— 4%+ (xo + 27+ (xg +1)° = 1 K

—
O1=O+

N w






2 1 Aufgaben auf Abiturniveau

Aufgabe: , Kletteranlage®

a) Wir bestimmen zunachst die Mittelpunkte der beiden Strecken /@ und E?

I 3 0 ] 1,5
— 1 1
MAB=§'(Oj+O?)=§ 0Ol +1]3 =115
2 2 2
I 6 0 ] 3
— 1 1
MEF=§-(6E+6ﬁ)=§ O|+]6 =13
0 0 0

und anschlieBend den Abstand zwischen den beiden Mittelpunkten:

3 1,5 1,5
Maaher| = || 3| = | 15||=|| 15 ]| = /1.52+ 162+ (-22 = VBE~ 2,92
0 2 -2

Da das Seil 20% langer sein soll, hat das Seil eine Lange von 1,2 - 2,92 ~ 3,5 Metern.

b) Die Ebene L kénnen wir aus den beiden Richtungsvektoren ﬁ und E_A> aufstellen, aus denen
wir mit Hilfe des Kreuzproduktes den Normalenvektor fiir die Normalengleichung der Ebene

berechnen:
0 6 3 6 -6 -3 12
7 = E? X ﬁ = 6l—10 X ol—10 = 6 X 0| =112
0 0 2 0 0 2 18

Die Normalengleichung lautet mit dem Ortsvektor zu E:

12 6
L:]12 ] e X — 0 =0

18 0
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c) Damit wir zeigen kénnen, dass die Kletterwand die Form eines Trapezes hat, missen wir na-
tarlich wissen, welche Eigenschaften ein Trapez hat. Allgemein gilt, dass jedes Viereck mit
zwei parallelen Seiten ein Trapez ist. Da wir uns in der Welt der Vektoren befinden, miissen wir
also wissen, wann Vektoren parallel sind? Genau, wenn sie Vielfache voneinander sind. Wir
schauen uns also die Vektoren /ﬁ und ﬁ (in @) schon berechnet) an:

-6 0 3 -3
E? =| 6 und /ﬁ =13|-1|ol=1] 3
0 2 2 0

Da EF = 2. AB, sind die beiden Seiten der Kletterwand parallel zueinander und es liegt die
Form eines Trapezes vor.

d) Was suchen wir? Den Winkel der Ebene L zur Koordinatenebene x;x,. Wie im Kapitel Lage-
beziehung gezeigt, berechnen wir den Winkel zwischen zwei Ebenen mit Hilfe der Normalen-
vektoren. Mit 77} = (12 12 18)7 und 1y, = (0 0 1)7 folgt mit der Formel:

12 0
12|1®]0
_iem] _ 1\18/ \1 18

= = o~ 43,3°

T e V122 + 122 + 182 - 1
L] [l | (12 0

cos(a)

121(-(]0
18 1

e) Da das Kletternetz an den beiden senkrechten Pféhlen befestigt sind, sind die beiden befestig-
ten Seiten parallel zueinander. Zudem sind die Strecken mit 1,80 Metern gleich lang, wodurch
wir schon die Héhe des Vierecks kennen. Das aufgespannte Netz entspricht genauer gesagt
einem Parallelogramm. Die Fldchenformel lautet also: A = g - h. Die H6he haben wir und die
Grundseite ist nichts anderes als der Abstand der beiden Pfahle:

5 0
—
A=1,8«‘P1P2‘=1,8~ 10l=1oll=18-v52+102+02 ~ 20,1
0 0

Die Flache des Netzes betragt ungefahr 20,1 m?.

f) Wir fertigen uns zunachst eine Skizze an.
Die untere Netzkante berthrt Plattform 2 nur dann, wenn sie einen Schnittpunkt mit der Gera-
den hat, die durch die Punkte R und T verlauft. Freundlicherweise liegt uns schon die Parame-
terform der Gerade von der unteren Netzkante vor, bei der die x3-Koordinate des Richtungs-
vektors aber abhangig vom Parameter h ist:
0 5

g:7= 0|+ 10 , AeER

2 h—-2
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Pfahl 2

Plattform 2
g s

Also fehlt uns noch die Geradengleichung h, die durch R und T verlauft. Das geht am einfach-
sten in Parameterform:

5 2_5
h:X=|7|+p|10-7]|, neRr
3 3+3

AnschlieBend missen wir den Schnittpunkt berechnen, in dem wir die beiden Parameterformen
gleich setzen:

0 5 5 2-5
o[+A| 10 |=|7|+nu-|10-7
2 h-2) \3 3+3

Es entsteht ein Gleichungssystem mit 3 Gleichungen

(1) 5\ = 5-3u
(I 10\

7 +3u

() 2+x-(h—2) 3

bei dem wir durch einfache Addition von () und (ll) direkt einen gesuchten Parameter bestim-
men kdnnen:

I+ () 15x=12<1=0,8

Nun setzen wir A = 0,8 in (lIl) ein und erhalten:

= 2+08:-(h—-2) = 3 |—2
& 08-(h—-2) = 1 [:0,8
& h—2 = 125 |+2
& h = 3,25

Der untere Eckpunkt des Netzes am zweiten Pfahl hat somit die Koordinaten (5/10/3,25) und
besitzt daher den Abstand d = 3,25 — 3 = 0,25 Meter.
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Losungen zu Lineare Algebra






2 Grundlagen

22.1 Losungen

A-22.1. Gegeben:

a) Multiplikation: Die Zeilenanzahl der linken Matrix muss der Spaltenanzahl der rechten Matrix
entsprechen. Dadurch lassen sich nur die beiden quadratischen Matrizen C und E mit sich
selbst multiplizieren:

3 -6
C2=C.C-=

2 7

4 4
E2=E.-E-=

-1 -3

b) Addition: Die Dimensionen der Matrizen mussen gleich sein: Dies gilt nur fir B mit D und C
mit E. Das Ergebnis erhalt man dann durch elementweises addieren:

-4 3 7 3 0 -1 —-4+3 3+0 7-1 -1 3 6
B+D-= + = =
2 10 51 -2 2+5 1+1 0-2 7 2 -2
0 3 0 4 0+0 3+4 0o 7
C+E= + = =
1 -2 1 1 1-1 —2+1 0 —1

Ferne kdnnen wir, wie bereits erwahnt, Matrizen multiplizieren, wenn die Zeilenanzahl der linken
Matrix muss der Spaltenanzahl der rechten Matrix entspricht. Merke, A - B # B - Al Folgende
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22. Grundlagen

Matrizen lassen sich multiplizieren:

1 3
-4 3 7
A-B=|_-2 5
2 10
2 -1
1 3
0 3
A.-C-= ) 5 . -
1 -2
2 -1
1 3
3 0 -1
A-D-= _2 5 .
5 1 -2
2 -1
1 3
0 4
A'E= _2 5 . =
-1 1
2 1
1 3
-4 3 7
B-A= -2 5
2 10
2 1
0 3 -4 3 7
C-B=
1 -2 2 10
0 3 3 0 —1
C-D-=
1 -2 5 1 -2
0 3 0 4
C~E= =
1 -2 -1 1
1 3
3 0 -1
D-A= -2 5
5 1 -2
2 -1
0 4 -4 3 7
E.-B=
-1 1 2 10
0 4 0 3
E-C: =
-1 1 1 -2
0 4 3 0 -1
E-D-=
-1 1 5 1 -2

—-4+6 3+3 7+0 2 6 7
=]18+10 —-6+5 —-14+0(|=] 18 -1 -—-14
-8-2 6-1 1440 -10 5 14
0+3 3-6 3 -3
0+5 —6-10|=] 5 —16
0—1 6+2 -1 8
3+15 0+3 —-1-6 18 3 -7
=|-6+25 0+5 2—-10|=|19 5 -8
6-5 0-1 —2+2 i -1 0
-3 7
-5 -3
1 7
4 -4
i 0 11
6 3 0
-8 1 7
15 3 -6
-7 -2 3
-3 3
2 2
1 10
) -1 22
8 4 0
6 -2 -7
-8
-5
20 4 -8
2 1 -1
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A-22.2. Gegeben:

-1 1 6
A=l 0 2 o0f.B=
3 -3 5 5

—4

3 0
13 1

—1|.,c= X = A
4 2 1

2 3

Wir kénnen eine Matrix mit einem Vektor multiplizieren, wenn die Spaltenanzahl der Matrix gleich
der Komponentenzahl des Vektors ist; demnach sind folgende Produkte mdéglich:

-1 1 6 0 0-2+18 16
AY=lo 2 ol |-2|=|0-4+0|=]|-4
3 -3 5 3 0+6+15 21
1 3 1-3 -2
1
B-X=|-4 —1 =|—4+1|=]-3
-1
5 2 5-2 3
1 3 1 1-3 -2
C'7= = =
4 2 —1 4-2 2
A-223.
a) Wir stellen ein LGS auf und Iésen nach den Unbekannten a und b auf:
0 4 a 4b 1 (1) 4 = 1 ©b=}
= = =
-1 1 b —a+b —1 () —a+b = -1 =a=2
b) Wir stellen ein LGS auf und I6sen nach den Unbekannten a und b auf:
1 3 a a+3b 0 h a+3b = 0
. = = —
1 -2 b a-2b -2 (I a-2b = -2

Gleichung (1) — (Il) liefert: 5b = 2, also b = 2/5. Eingesetzt in (I): a = —6/5.






3 Austauschprozesse

23.1

Losungen

A-23.1. Die Zeilen- und Spaltennummern sind in der Reihenfolge der Facher: M — S — E, die Ele-
mente sind die Wahrscheinlichkeiten fiir den Wechsel von ,Spaltennummer” zu ,Zeilennummer*.

+ Zeile 1, Spalte 3: my3 = 0,1:
Mit der Wahrscheinlichkeit 0,1(= 10%) wechseln Schuler mit heute Englisch als Lieblingsfach
in der nachsten Woche zu Mathematik.

+ Zeile 2, Spalte 1: my; = 0,3:
Mit der Wahrscheinlichkeit 0,3(= 30%) wechseln Schiler mit heute Mathematik als Lieblings-
fach in der nachsten Woche zu Sport.

 Zeile 2, Spalte 2: my, = 0,4:
Mit der Wahrscheinlichkeit 0,4(= 40%) bleiben Schiler mit heute Sport als Lieblingsfach in
der nachsten Woche bei Sport.

A-23.2. Gesucht ist der Fixvektor, also die Lésung der Gleichung

0,8 0,2 0,3 X1 X1 (l) 0,8X1 + 0,2X2 + 0,3X3 = Xi
0,1 0,7 02| |x2|=1]|x2] = (”) 0,11 +0,7x> + 0,23 = X»
0,1 0,1 0,5 X3 X3 (”l) 0,1X1 + O,1X2 + 0,5X3 = X3

LGS mit GauB-Algorithmus stufenweise I8sen:

(l) —0,2X1 + O,2X2 + 0,3X3 =0
(”) 4X2 —7x3 = 0
() 0 =0

Wir erhalten unendlich viele Lésungen, die alle auf einer Gerade liegen (Fixpunktgerade) und
wéhlen x3 =t mit f € R. Dann folgt:

7 13
Xo = Zz‘ und xq = Tz‘
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Die Geradengleichung der Fixpunktgerade lautet also:
13/4
X=t-|7/4|.ter
1

Hinweis: Wenn nur ganzzahlige Werte sinnvoll sind, kommen fiir { nur ganzzahlige Vielfache von
4 in Frage.

A-23.3. Die Verteilung ist gegeben durch:

Mathe 20
X = Sport | =10
Englisch 3

a) Fur die Verteilung nach einer Woche wird dieser Vektor mit der Ubergangsmatrix multipliziert:

05 04 01\ (20 143
X'=|03 04 06| -|10[=118
02 02 03 3 6,9

Beachte, dass sich die Gesamtsumme aller Schiler nicht andert (33) und es aufgrund des
Sachzusammenhangs nur ganzzahlige Werte Sinn machen.

14
X' =12
7
b) Zu lésen ist diese Gleichung als LGS:
0,5 04 0,1 X1 20
0,3 04 06| [x2|=1]10
0,2 0,2 0,3 X3 3

oder dquivalent jede Gleichung mit 10 multipliziert:

5 4 1 Xq 200 (l) 5xq + 4X2 +X3 = 200
3 4 6| |x|=]100]= () 3x +4x2+6x3 = 100
2 2 3 X3 30 (”l) 2X1 + 2X2 + 3X3 = 30

Wir vereinfachen das Gleichungssystem und erhalten:

100

(1) — (1) : 2x3 — 5xg

() — 2 (Il : Xy 40
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Setzen wir x; = —40 in (II*) ein folgt: x3 = —36. Das LGS ist also nicht I6sbar im Definiti-
onsbereich! Diese Gleichung ist nicht [6sbar mit positiven ganzen Zahlen x4, x3 kleiner als die
Schillerzahl 33. Somit gibt keine im Sachzusammenhang sinnvolle Lésung.

Erganzung: Die obige Matrix M ist invertierbar mit:

0 —-10 20
M7=|3 13 -27
-2 =2 8
Rein rechnerisch erhalten wir damit (x1x2x3)" = (—40 109 — 36)7 eine Losung, die im Sachzu-

sammenhang unsinnig ist.






4. Populationsprozesse

24.1

Losungen

A-24.1. Gegeben ist die Populationsmatrix

und die Anfangsverteilung X = (40 40 40)7.

Um die Population nach einem Monat (= 1 Zeitschritt) zu erhalten, muss P mit der Anfangsvertei-
lung der Population multipliziert werden:

0 0 8 40 8-40 320
P-X = 025 0 0|-|140(=1]025-40]=] 10
0 05 0 40 0,5-40 20

Nach einem Monat gibt es also 320 Eier, 10 Larven und 20 Kéafer.

A-24.2. Gesucht ist ein Vektor, welcher bei der Multiplikation mit P unverandert bleibt:

0 0 8 X1 X1 (l) 8X3 = Xi
0,25 0 0f- Xo | = | X | = (”) 0,25X1 = X
0 05 0/ \xs Xa () 05% = xs

Wie wahlen x3 = t € R beliebig, so lautet der Lésungsvektor X7 = (8t 2t t)7. Jeder ganzzahli-
ge und positive Wert von t liefert eine sachlich sinnvolle Lésung (wenn keine Einschréankungen,
zum Beispiel Gber maximal mégliche Populationen vorliegen). Eine stabile/stationare Population
besteht also z.B. aus 80 Eiern, 20 Larven und 10 Kafern.

A-24.3.
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a) Die Populationsmatrix kann mit den Informationen aus der Aufgabe aufgestellt werden. Wichtig
ist, dass dabei angegeben wird, in welcher Reihenfolge die 3 Stufen bezeichnet werden:

0 0 8 Neugeborene
P=|o9 o ofmtx=| 1Jahrat
0O 08 O Erwachsene

b) Wir kénnen P? sehr einfach angeben, da bereits bekannt ist, wie sich P3 aus den Eintragen

von P ergibt. Damit kdnnen wir dann die Population in drei (73), bzw. sechs (76) Jahren
berechnen:

8.0,9.0,8 0 0 576 0 0
P? = 0 8.0,9.0,8 0 = o 576 o0

0 0 8-0, 5,76

9.0,8 0o 0
576 0 0 0 0 0
X3=P>X=| 0 576 0o |- |o|=]0|~]o0
10 57,6 58

0 0

0 o0 576
576 0 0
Xe=P*Xs=| 0 576 0 || 0o |~]|o
o o0 576 \576 332

A-24.4. Einen 3er-Zyklus kann es bei Matrizen in folgender Form geben:

0 0 a
P={b 0 0
0 ¢c O
Folgende Matrizen sind gegeben:
0 0 30 0 0 50 0 0 100

Pi=1o01 0 0],P.=|01 0 0/[:Ps=]05 0 0

0 01 O 0 02 O 0 05 04

0 0 4 0 0 10 0 0 70

Ps=10,1 0 0],Ps 01 02 0 |.Ps=|05 0 0

0 0125 0 0 082 0 0 01 O

Der 3er-Zyklus trifft auf alle Matrizen auBer auf P; und Ps zu. Fir die anderen muss jeweils das
Produkt aus a - b - ¢ gebildet werden:

*Py:a-b-¢c=30-0,1-0,1=0,3 < 1= stirbtaus
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*Pr:a-b-c=50-0,2-0,1=1 = bleibt konstant
e P,:a-b-c=4-0,125-0,1 = 0,05 < 1 = stirbt aus
* Ps:a-b-c=70-0,1-0,5=3,5 > 1= exponentielles Wachstum

Die beiden Matrizen P5 und Ps liefern keinen 3er-Zyklus, denn fir beide ist kein PX mit k = 2, 3 die
Einheitsmatrix E:

0 0 100 0 50 40 25 20 16
Ps=los5 0o o | P)?=] 0 o 50 |[(P)=|0 25 20
0 05 04 0,25 02 0,16 0,1 0,08 25064
0 0 10 0 82 0 082 164 0
Ps=|01 02 0| (P)?=]002 004 1|(Ps)=]0004 0828 02

0 082 0 0,082 0,164 0 0,0164 0,0328 0,82






5 Produktionsprozesse

25.1 Losungen

A-25.1. Aus den Gozintographen lassen sich folgende Tabellen und daraus die folgenden Matrizen

erstellen:
R 30 Py P
HT 30 20 30 20
= R, | 15 10 1510
Rs Ry | 0 25 0 25
Ri Py P
= R |5 8 5 8
2 R, | 13 16 13 16
Rs Ry | 7 4 [
A-25.2. Gegeben:
Eiche Modell 1
r = Rohstoffe = Kiefer und p = Produkte = [ Modell 2
Kastanie Modell 3
a) Verbrauchsmatrix:
2 10
V=[1 1 0
0 1 3

b) Wir schreiben zun&chst das Produktionsziel auf:

Modell 1
Modell 2 | =
Modell 3 1
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AnschlieBend wird die Verbrauchsmatrix damit multipliziert, um die benétigten Rohstoffe zu
erhalten:

210 2 9 Eiche
Vep=1[1 1 0 5(=17]|-= Kiefer
0 1 3 1 8 Kastanie

Es werden also 9 Einheiten Eiche, 7 Einheiten Kiefer und 8 Einheiten Kastanie benétigt.
A-25.3.

a) Hierzu missen lediglich die beiden Matrizen, welche Schritt | und Schritt 2 beschreiben, mit-
einander multipliziert werden:

5 8 129 69 40
13 9 0

2 3 |- =160 27 15
8 3 5

0 12 96 36 60

Fir Produkt 1 werden also 129 Rohstoffe vom Typ 1,50 vom Typ 2 und 96 vom Typ 3 benétigt.

b) Gesucht ist der Rohstoffbedarf fiir

P 20
P> | =150
Ps 0

Diesen erhalten wir durch Multiplikation mit der Matrix aus a):

129 69 40 20 129 -20 + 69 - 50 6030
50 27 15| -|50]| =] 50-20+27-50 | = | 2350
96 36 60 0 96 -20 + 36 - 50 3720

c) Gesucht ist wieder der Rohstoffbedarf fir

P 200
P2 = 1450
Ps 100

Damit lassen sich wie zuvor die benétigten Rohstoffe ausrechnen:

129 69 40 200 129 -200 + 69 - 450 + 40 - 100 60.850
50 27 15| -|450| =] 50-200+27-450+15-100 | = | 23.650
96 36 60 100 96 - 200 + 36 - 450 + 60 - 100 41.400

Es werden also 60.850 Rohstoffe vom Typ 1, 23.650 vom Typ 2 und 41.400 vom Typ 3 benétigt.



6 Affine Abbildungen

26.1 Losungen

A-26.1. Eine Projektion auf die y-Achse entspricht der Abbildungsmatrix

00
A =
0 1
A-26.2.
+ Spiegelung an der x-Achse:
1 0 1 -1 3 0,5
A/= . 1B/= ’C/= 1D/=
0o -1 2 -2 2 -3
+ Spiegelung an der y-Achse:
-1 0 1 1 -3 -0,5
A/= . ’Blz ,C/= ’D/=
0o 1 2 2 -2 3
+ Spiegelung am Ursprung:
-1 0 1 -1 1 -3
A/= . = ,Blz ,Clz ,Dlz
0o -1 2 -2 -2 2

A-26.3.

a) Geradeg:x+y=0= = (1 1)7 (Normalenvektor)
Gesucht ist der Schnittpunkt mit der Hilfsgeraden
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Hilfsgerade in Gerade g einsetzen:

1]
o

x+t)+(y+1)

1 1
& —3X — 5Y

1l
~

Der gesuchte gespiegelte Punkt liegt bei 2t, also bei:
X 1 -
7/= +2. (_;X_;y> . _ y
y 1 —X

Somit lautet die Abbildungsmatrix
A=

und der Ortsvektor zum Bildpunkt von P:

b) Gerade g:2x —y =0 = 1 = (2—1)” (Normalenvektor)

X 2
Hilfsgerade: X' = +t-

y -1
Einsetzening: 2(x +2t) — (y —t) =0 & t = [(-2x + )
Gespiegelter Punkt bei 2t:

X 2 _3x+4
X =" +Z (—2x+y)- N -
y -1 %X + gy
-3 4
Somit lautet die Abbildungsmatrix: A = 1
4 3
— -1 -0,2
Ortsvektor zum Bildpunkt von P: P' = A - =
-1 -1,4

c) Gerade g: x — 3y =0 = 1 = (1-3)" (Normalenvektor)

X 1
Hilfsgerade: X' = +t-

y -3
Einsetzening : (x + 1t) —3(y —3t) =0 & t = {5(—x + 3y)
Gespiegelter Punkt bei 2t:
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3
Somit lautet die Abbildungsmatrix: A = 1

3 4
N —1 ~1,4
Ortsvektor zum Bildpunktvon P: P = A - =
—1 0,2

A-26.4. Projektionen sind immer senkrecht. Daher kénnen wir &hnlich vorgehen wie bei einer
Spiegelung. Ausgehend von der Geraden und ihrem Normalenvektor

1
g:x+3y=0= = (Normalenvektor)

3
definieren wir als Hilfsgerade
X 1
h:X' = +t
y 3
und suchen den Schnittpunkt mit g:
x+t)+3(y+3) = 0
& t = —5(x+3y)
Schnittpunkt ( = Projektionspunkt) mit ¢:
X 1 ix _ 3
X' = —11—O(x+3y)- = 103 ":y
Somit lautet die Abbildungsmatrix
1 9 -3
A=—
1013 1
— -1 -0,6
und der Ortsvektor zum Bildpunkt von P : P' = A - =
-1 0,2

Die Abbildungsmatrizen fiir die Projektionen auf die Geraden aus A-26.3. a)-c) und die Projektion
von P auf diese Geraden lassen sich mit den bereits berechneten Werten fiir t direkt aufstellen:

a) Schnittpunkt (= Projektionspunkt) mit t = —%(x +Y)

X 1 Ix—1
X' _%(X+y)- [

y 1 —ix+ 3y

1 1 —1 0
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b) Schnittpunkt (= Projektionspunkt) mit t = %(—Zx +y)

X 2
X' = +%(—2X+y)~ =
y -1

o=

[$IN)
x
+

4]

<

Somit sind die Abbildungsmatrix A und der Bildpunkt P’ von P:

1 (1 2 —1 —0,6
A=§ :}P/=A- =
2 4 1 1,2

¢) Schnittpunkt (= Projektionspunkt) mit ¢ = 1‘—0(—x +3y)

Sle
x
+

e

<

X 1
X' = + 11—0(—x +3y) - =
y -3

|
‘_.

o
>
+

o
<

Somit sind die Abbildungsmatrix A und der Bildpunkt P’ von P:

1 (9 3) = —1 —1,2
A=15 =P =A. -
3 1 —1 —0,4

A-26.5. Nachweis, ob Abbildungen einen Fixpunkt oder eine Fixpunktgerade besitzen:

a)
o -1 1 X X () —y+z = X
X'=|-1 3 -1| yl=|lyl= ) —x+3y—-z =y
1 4 —2) \z z () x+dy-2z = z

eine allgemeine Aussage 0 = 0. Es gibt eine Fixpunktgerade, die bestimmt werden kann, wenn
z.B. z = t gesetzt wird. Daraus folgt:

z=t

y—-2)=0sy=-

Wl N

—X — (gt) +t=0<:>x=%t
Die Fixpunktgerade lautet:
1/3
X=|2/3| tter

1
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b)
3 -1 -2 X 1 X 2 -1 -2 X -1
-2 5 3 yltl-2|=ly|l<|-2 4 3 yl1=1 2
1 4 0 z 0 z 1 4 -1 z 0
2 -1 -2 X -1
<0 3 1 yl=11
0 9 O z 1
Wir erhalten also die Lésung:
Iy=1ey-= 1
y_ y_ 9
6 2
3(9>+Z=1:>Z=9=3
1 2 2
Die Abbildung besitzt einen einzigen Fixpunkt.
c)
4 —1 X 1 X 3 -1 X —1
+ = = =
-2 3 y 1 y -2 2 y -1
—2 X -2 6 -2 X —2
= = & =
-6 6 y -3 0 4 y -5

Wir erhalten die Lésung
5
4y=-5ey-= v
6x—2<—i) =—2<:>x=—g

Die Abbildung besitzt demnach einen einzigen Fixpunkt.

A-26.6. Gesucht sind die unbekannten Eintrage der 2 x 2-Abbildungsmatrix M:

Um die Koeffizienten der Abbildungsmatrix M zu bestimmen, multiplizieren wir die Matrix mit den
Ortsvektoren der Punkte und setzen es dem Ortsvektor des Bildpunktes gleich. Daraus ergibt sich
ein Gleichungssystem, welches wir mit den uns bekannten Techniken |6sen kénnen.
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1 2 6 7
ax=| | R=T] el |e®)-
-2 1 -8 -1
a b a b 1 6
Xi=a(x) = =
c d c d -2 -8
a b a b 2 7
X =a(x) = =

(9]
Q

o

Q

—_
|

Daraus erhalten wir folgende 4 Gleichungen:

(N a-—2b = 6
() c—2d = -8
my 2a+b = 7
(V) 2c+d = -1
In jeweils 2 Gleichungen kommen dabei 2 Variablen vor; daher missen wir kein Gleichungssy-

stem mit 4 Unbekannten auf einmal I6sen, sondern wir I6sen zwei kleinere Gleichungssysteme
einzeln:

h a—2b = 6 Somit lautet die Abbildungsmatrix:
=a=4,b=-1
(my 2a+b = 7 4 4
() c—2d 8 M=
c— = — B
=c=-2,d=3 2 3
(V) 2c+d = -1
0 2 -2 )
b) X7 = X = L a(x) = Lo (%) =
~1 —1 -3 -5

Y
o
o
|
N

o

\V]
|

\V]

a

Q
I
|
(6]

c

(9]
Q
- {_\
Q
|
|
w

Daraus erhalten wir folgende 4 Gleichungen mit den Lésungen:

(1) b = -2 Somit lautet die Abbildungsmatrix:
() -d = -3 &£d=3 y 0 2
My 2a—b = -2 =a=0 N

(V) 2c—d 5 =c=—1



2 7 Aufgaben auf Abiturniveau

Aufgabe: ,,Online-Handler*

a) Anhand der Informationen aus der Aufgabenstellung lasst sich folgende Tabelle aufstellen und
daraus die Ubergangsmatrix ablesen:

w M 4

w085 015 02 0,85 0,15 0,2

M| o1 07 07 = (01 07 07

0,05 0,15 0,1

vV | 005 0,45 0,1

b) Vergleich der Matrix aus a) mit der unter b) angegebenen Matrix:

08 02 0,6

A=01 06 03 Kontrolle: alle Spaltensummen sind gleich 1!
0,1 02 0,1

Wir stellen fest:

+ Esist nun doppelt so wahrscheinlich, dass Kunden, die zuvor wenig Geld W ausgegeben
haben im nachsten Jahr mehr als 500 Euro auszugeben.

Kunden aus Gruppe M bleiben mit geringerer Wahrscheinlichkeit in dieser Gruppe und
haben eine gréBere Wahrscheinlichkeit, in eine andere Gruppe zu wechseln.

Far Kunden der Gruppe V ist es deutlich wahrscheinlicher in Gruppe W als in Gruppe M
zu wechseln. Das war zuvor genau anders herum.

» Gegebene Verteilung in 2019:

2650 2650
X = 1.250 = | 1.250
4.400 — 2.650 — 1.250 500
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Berechnung der Verteilung in 2020:

0,8 0,2 0,6 2.650 2.670

_)

xX' =101 06 03| |1250|=1]1.165
0,1 0,2 0,1 500 565

Im Jahr 2020 werden also 2.670 Kunden in Gruppe W, 1.165 in Gruppe M und 565 in
Gruppe V sein.

+ Die Verteilung von vor einem Jahr, also 2018, erhalten wir durch das Lésen der Gleichun-
gen:

0,8 0,2 0,6 X 2.650
0,1 06 03| |y = 1.250
0,1 0,2 0,1 z 500
0,8 0,2 0,6 X 2.650
A 08 48 24| |y = 10.000
08 16 0,8 z 4.000
0,8 0,2 0,6 X 2.650
A 0 46 18| |y = 7.350
0 14 02 z 1.350
08 02 0,6 X 2.650
A 0 644 252 |- |y = 102.900
0 0 16 z 40.800

Wir erhalten die Lésung

16z = 40.800 < z = 2.550
64,4y + 15,2 - (2550) = 102.900 < y = 600
0,8x + 0,2 - (600) + 0,6 - 2.550 = 2.650 < x = 1.250

1.250
Und somit die Verteilung von vor einem Jahr: X’ = | 600
2.550

Die Lésung kann probeweise Uber die Gesamtanzahl geprift werden:
1.250 + 600 + 2.550 = 4.400

Hinweis: Eine alternative Herangehensweise zur Berechnung der Verteilung vom Vorjahr
ist es, die Inverse der 3 x 3-Matrix zu berechnen und mit der Verteilung des aktuellen
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Jahres zu multiplizieren!

A -Xois = Xoo1g | - A~ von links, falls existent
AT AX = AVX
< 2018 2019
-E
= 72018 = A '72019

c) Das Unternehmen spricht von einem Fixvektor. Das Vorliegen eines solchen Fixvektors ist da-
her zu Uberprifen (Beachte: In dieser Matrix ist die 3. Spaltensumme 0,9 # 1):

08 02 06\ [x 54 Xi
01 06 03| [x|+]|12] = |x
01 02 0 X3 0 X3
02 02 06\ [x —54
& 01 -04 03| |x| = [-12
01 02 -1 X3 0
02 02 06\ [x 54
& 02 -08 06| |x| = |-24
02 04 -2/ \xs 0
02 02 06 X —54
& 0 06 12| |x]| = [-78
0 06 -14) \x _54
02 02 06 Xi —54
& 0 06 12 | |x]| = | -78
0 0 02/ \x ~132

Wir erhalten die Lésungen:

—0,2x3 = —132 & x3 = 660
—0,6xo + 1,2(660) = —78 < x, = 1.450
—0,2x; +0,2(1.450) + 0,6(660) = —54 < x; = 3.700

Die vom Unternehmen beschriebene Verteilung existiert! Der Fixvektor lautet

X4 3.700
Xo | = 1.450
X3 660

bei dann insgesamt 5.810 Kunden.
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Aufgabe: ,,Forster*

a) Anhand der Informationen aus der Aufgabenstellung lasst sich folgende Tabelle aufstellen und
daraus die Ubergangsmatrix ablesen:

K M G

K|l03s 0 0 035 0 0

M| 06 03 0 =106 038 0

G| 0 04 099 0 04 099
b) Gegebene Verteilung in 2019: X = (500 3.750 5.500)7
* Verteilung Anfang 2020:
035 O 0 500 0,35-500 175
X' = 06 038 0 18750 =] 0,6-500+0,38-3.750 |- | 1.725

0 0,4 0,99 5.500 0,4 -3.750 + 0,99 - 5.500 6.945

In einem Jahr (2020) gibt es also 175 kleine, 1.725 mittelgroBe und 6.945 grof3e Kiefern.
+ Gesamtzahl an Bdumen fur 2019 und 2020 bestimmen:

— 2019 : 500 + 3.750 + 5.500 = 9.750

— 2020 :175+1.725 + 6.945 = 8.845

Prozentuale Abnahme bestimmen: 8% ~ 0,907

Von 2019 nach 2020 hat der Bestand an Bdumen also um 1 — 0,907 = 0,093 = 9,3%

abgenommen.
+ Die Verteilung von vor einem Jahr (also 2018) erhalten wir durch das Lésen der Gleichun-
gen:
03 0 0 X 500
06 038 0 [-|y]|=1]8.750
0 0,4 0,99 z 5.500

Da die Matrix viele Nullen hat, l&sst sich dieses Gleichungssystem direkt I6sen:

0,35x = 500 < x ~ 1.429
0,6(1.428,57) + 0,38y = 3.750 < y ~ 7.613
0,4(7.612,78) + 0,99z = 5.500 < z ~ 2.480

c) Das Ziel ist eine stabile bzw. stationédre Baumpopulation von X = (500 800 5.500)"

Diese soll erreicht werden, indem der Forster selbst Baume entfernt oder hinzuflgt. Dies lasst
sich Uber folgende Abbildung darstellen:

03 0 0 x\ [a
X'=|o6 03 o |-|y|l+]|»
o 04 099 \z] \c
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, wobei der Vektor (a b c)T die Neupflanzung bzw. die Fallung von Baumen der jeweiligen Ka-
tegorie beschreibt. Es ist bekannt, dass gelten soll:

035 0 0 X a 500 0,35-500 +a 500
06 038 O [|[|y|*+t|b]=] 800 (<] 06-500+0,38-800+b | = 800
0 0,4 0,99 z c 5.500 0,4-800+0,99-5.500 +c 5.500

Daraus erhalten wir die Lésungen:

0,35-500 +a =500 < a =325
0,6 -500 + 0,38 -800+b =800 < b =196
320 + 5445 + ¢ = 5500 < ¢ = —265

Der Forster muss folglich jedes Jahr 325 kleine und 196 mittelgroBe Baume anpflanzen und
265 groB3e Baume fallen, damit eine stabile / stationare Baumpopulation erreicht wird.

Kleiner Hinweis: Uber den Realitatsbezug lasst sich bei dieser Aufgabe sicherlich
streiten, denn welcher Férster pflanzt 196 Baume von mindestens 2m Héhe nach.
Aber das ist ein dauerhaftes Problem bei all diesen Anwendungsaufgaben.







Teil IV

Losungen zu Stochastik






2 8 Grundlagen

Keine Aufgaben vorhanden.







9 Baumdiagramme

29.1 Losungen

A-29.1.

a) mit Zuriicklegen: P(S,W) =} -1 =1

- ohne Zuriicklegen: P(S,W) = } - & = 3 = 0,273 =27,3%

I
o
o
(63}
I
N
<
™

b) « mit Zurticklegen: P(A) = P(S,W) + P(W,S) =1 + 1 =1=0,5=50%
+ ohne Zurlicklegen: P(A) = P(S,W) + P(W,S) = % + % = 13 = 0,545 = 54,5%
A-29.2. Baumdiagramm:
" 3/4 K
S ¢ <K o
7 T~z k2
L84 K (7
L 14 2 (Z2)
1. Wurf | 2. Wurf

A-29.3. Baumdiagramm:

a)
b) P(R,R) =11 =1 =6,25%
c) P(mind. 1x B) = P(B,B) + P(R,B) + P(B,R) = 2 - 2+ 1.3 1 3.1 _938%

Alternative Losung mit dem Gegenereignis:

P(mind. 1xB) =1 —P(R,R) =1 — <1 : 1) =93,8%
——
nur R
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A-29.4. Baumdiagramm:

Il

1. Zug 2. Zug 3. Zug

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit: P(J,J,J) = 22 - 13- 18 = 11 ~ 19%

A-29.5. Hier der Teil des zugehdérigen Baumdiagramms, der fir die Lésung der gestellten Aufgabe
relevant ist. Abklrzungen: H = Hauptpreis, T = Trostpreis

H H T

1. Los 2. Los 3. Los

1 = 115 ~ 0,005 = 0,5%

b) Nachdem die beiden Hauptgewinne gezogen wurden, sind noch 18 Lose im Behélter, davon 8
Trostpreise. Also ist jetzt die Wahrscheinlichkeit fr einen Trostpreis:

8 4 o
8-9"7 0,444 = 44,4%

c) PHH,T)= %75 & = 4% ~0,0023 ~ 0,23%



O Kombinatorik

30.1

Losungen
A-30.1.

a) Anzahl méglicher Pin’s: 10* = 10.000

b) Anzahl méglicher Pin’s mit Ziffern # 0: % =6-7-8-9=238.024

A-30.2. Sitzordnung erfordert Beachtung der Reihenfolge
10! = 3.628.800

A-30.3.
a) Wir kdnnen 3 aus 6 freie Platze auswéahlen ohne Reihenfolge. Anzahl der Méglichkeiten:

6 6! 4.5.6

33123 2

b) Hier kommt es auch noch darauf an, in welcher Reihenfolge sich die Schiler auf die Platze
zwischen den freien setzen. Anzahl der Mdglichkeiten:

20-3!=120

A-30.4. Anzahl der Verteilungsméglichkeiten: 2% = % =10
A-30.5. Die Reihenfolge der Zahlen ist belanglos, keine Wiederholungen beim Ziehen ohne Zu-
ricklegen. Anzahl der Méglichkeiten fur ,4 Richtige®:

20 20! 17-18-19-20

4 “a el - 1.23.4 "8







1 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

31.1 Losungen
A-31.1.

a) Baumdiagramm und 4-Felder-Tafel:

K K >
y K{; E:Z T | 0,009 | 0,0099 | 0,0189
QX}?%T KD T | 0,001 | 0,9801 | 0,9811
099 ~T (KT S| 001 | 0,99 1

z.B.P(T)=0,01-0,9+0,99-0,01 =0,0189

P(KNT, 0,009 —
b) Pr(K) = 2607 = ootes ~ 0,4762 = 47,62%

A-31.2. Wir zeichnen zuné&chst ein Baumdiagramm und stellen die 4-Felder-Tafel auf:

46_-S (AS) Al B |
1/2 A<
< BT W (AW S|5|% |
1/5 S B,S
1/2 B< (8.5 Wigl| | %
4/5 w (B,.W) Z 1 1 1
2 2

a) Py(A) = P4 j =5 ~0,29=29%
b) Pw(B) = PEOM - 15 — 12 ~ 0,71 = 71%

(&
ISt






2 Diskrete Verteilungen

32.1 Loésungen

A-32.1. Binomialverteilung fiir X = Anzahl der defekten Schrauben.

a) Genau 4 defekte Schrauben:

20
B(20;0,03;4) = P(X = 4) = -0,03*.0,97"® ~ 0,0024 = 0,24%
b) Héchstens 2 defekte Schrauben:
P(X <2)=P(X=0)+P(X =1)+P(X =2)

20 20
-0,03°.0,97%° + .0,03".0,97" + .0,03%2.0,97%®
0 1 2

~ 0,5438 + 0,3364 + 0,0988 = 0,9790 = 97,9%
A-32.2. Binomialverteilung mitn =5,p = 5/8:

a) E(X)=N=5'g=3,125,a'= 5'%'%%1,083

b) - PX=1)=B(52%1)= (3)' - (2)* ~0,0818
1
- P(X=3)=B(5;%;3) = ° (3)°- (2)® ~0,3433
3
.5 5 5\5 (30
- PX=5)=B(5%5)=| |-(2)° ()" ~0,0954
5

A-32.3. Binomialverteilung mit n = 100, p = 0,2:

a) mindestens 15 weif3e Kugeln:

P(X >15)=1— P(X < 14) =1 — F(100;0,2;14) ~ 1 — 0,0804 = 0,9196 = 91,96%
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b) hdéchstens 20 weil3e Kugeln:

P(X < 20) = F(100;0,2; 20) ~ 0,5595 = 55,95%

c) mehr als 20 aber weniger als 30 weif3e Kugeln:
P(20 < X < 30) = P(X < 29) — P(X < 20) = F(100;0,2;29) — F(100; 0,2; 20)
~ 0,9888 — 0,5595 = 0,4293 = 42,93%
A-32.4. Angenommen, die Anzahl gedruckter Briefmarken ist so grof3, dass statt der hypergeome-

trischen Verteilung die Binomialverteilung (mit p = 0,1 und unbekanntem n ) angewandt werden
kann.

PX>1) = 1-P(X=0)
& 0,1 > 0,99”
& n > 230

A-32.5. Angenommen, die Trefferwahrscheinlichkeit ware bei jedem Elfer p = 0,8, so dass dass
die Binomialverteilung angewandt werden kann:

a) ,Mindestens 1 Fehlschuss” bei n Versuchen bedeutet, dass ,nicht alles Treffer” sind:

1-P(X=n) > 095
& 1-08" > 0,95
& 0,056 > 0,8"
& n > 14

5
b) P(X =5) = B(5;p;5) = -p®>-(1-p)°=0,8«<p~0,96
5

A-32.6. Binomialverteilung mit n = 12, p = 0,5, X = Anzahl von Wappen

a) Erwartungswert: E(X)=12-0,5=6

12
b) P(X = 6) = .0,5% - (1 — 0,5)8 ~ 0,226 = 22,6%
6
12 12 12
c) PG<X<7)= .0,5'2 + 0,52+ .0,5'2 ~ 0,612 = 61,2%
5 6 7

A-32.7. Hypergeometrisch mit N = 49,M =6,n =6,k = 5:

6| (49-6
5 6-5 6-43
P(X =5) = ” = osagig ~ 0000018

6



3 Stetige Verteilungen

33.1

Losungen

A-33.1. Tabellenwerte:

a) (0,51) ~ 0,69497
b) $(0,04) ~ 0,51595
c) ¢(—2,3) ~1— #(2,3) = 1 — 0,98928 = 0,01072

A-33.2.

a) P(X >835)=1—P(X <35)=1—(3:%) ~ 1 —0,84134 = 0,15866
b) P(20 < X < 35) = (1) — b(—2) ~ 0,84134 — (1 — 0,97725) = 0,81859

c) P(X <k)=0,99 = ¢ (.) =099 = 5530 =233 = k = 41,65 kg

A-33.3.

a) P(X <48) = ¢ (5%2) = ¢(—2) ~ 1 - 0,97725 = ¢(2) = 0,02275

b) P(X >57)=1—P(X <57)=1- ¢ (53%) ~ 1 - 0,99379 = 0,00621

c) P(49 < X < 55) = ¢(1,5) — #(—1,5) ~ 0,93319 — (1 — 0,93319) = 0,86638
d) P(X >k)=0,1= %52 =128 =k =5328cm

A-33.4. Wir prifen, ob die die Laplace-Bedingung erfiillt ist: > > 9 oder &quivalent o > 3. Falls
dies der Fall ist, so kann mit Hilfe der Normalverteilung approximiert werden.

a) n=100,p=0,6:0=+100-0,6-0,4~4,90 >3 v

Bei Teilaufgabe b) ist eine Approximation mit Hilfe der Normalverteilung nicht erlaubt, da die Faust-
regel nicht erfdllt ist. Es wird nun das n gesucht, fur das die Faustregel erfullt ist! Es muss ¢ > 3
gelten, dann folgt:

1.5
66

(¢)]

n >3=>n>648=n=65






4 Hypothesentests

34.1

Losungen

A-34.1.

» Aus dem Text kénnen wir folgende Parameter entnehmen: n = 200 und p = 0,35

» Nullhypothese: Hy : p = 0,35, denn die Nullhypothese ist die Aussage, die schon vorher gilt
und jetzt widerlegt werden soll. In der Aufgabe steht dazu: Es kommen 35% der Schiler zur

Lutherschule.

Gegenhypothese: Hy : p > 0,35, denn die Gegenhypothese ist die Aussage, die gezeigt
werden soll. Im Aufgabenkontext: Es kommen mehr als 35% zu der Schule, weil die Schule

ja beliebter geworden sei.

» Der Fehler 1. Art tritt auf, wenn nach wie vor 35% zur Lutherschule kommen, diese Hypothese
(Ho) aber trotzdem verworfen wird, weil mehr der befragten Eltern die Lutherschule wéhlen.

+ Mit dem Signifikanzniveau von « = 5% folgt:

P(X > k)
1-PX <k-1)
0,95
0,95
0,95

r ¢ 0 0 2

0,95

(VAN VAN VAN VAN VAN

IN

0,05
0,05 |+ P(X <k —1),-0,05
P(X <k — 1)

F(200;0,35;k — 1)

F(200;0,35;80) = 0,93911

F(200;0,35; 81 ) =0,95473 Vv
—~—
=k—1

Der Annahmebereich ist also A = {0,1,...,81} und der Ablehnungsbereich ist A =
{82,83,...,200}, jeweils fur die Nullhypothese Ho.

A-34.2. Wir stellen die Hypothesen anhand der Aufgabenstellung auf. Es liegt ein rechtsseitiger

Hypothesentest vor, so dass gilt:
* Nullhypothese: Hy : p < 0,1

+ Alternativhypothese: Hy : p > 0,1
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Es werden 100 Spieler befragt und damit wissen wir das n = 100 ist. Auch das Signifikanzniveau
ist mit & = 0,05 gegeben. Wir suchen jetzt also wieder einen kritischen Wert in der entsprechenden
F—Tabelle der kumulierten Binomialverteilung (oder mit Hilfe des Taschenrechners):

P(X >k) < 0,05

o 1-PX<k-1) < 005
N 095 < P(X<k-—1)

Die Ausgabe des Taschenrechners liefert an dieser Stelle

X | binomedf(100,0.1, X)
14 0,9274
15 0,9601
16 0,9794
17 0,9900

Bei X = 15 ist der Wert zum ersten Mal gré3er als 0,95. Achtung: Aufgrundvonk —1 =15 < k =
16 liegt unser gesuchter bei 16! Ab 16 Leuten kénnen die Spielhersteller also fast sicher sein ein
neues Spiel zu entwickeln. Daraus folgt:

« Annahmebereich A = {0, ..., 15} — H, stimmt, denn weniger wollen das Spiel
+ Ablehnungsbereich A = {16, ...,100} — H, stimmt nicht zu 5% und die Alternativhypothese
trifft ab 16 Spielern zu
A-34.3.
+ FUr jeden Freiwurf wird dieselbe Trefferwahrscheinlichkeit p unterstellt, so dass die Zufalls-
variable X = Trefferzahl binomialverteilt ist.

* Nullhypothese Hy: Die Trefferwahrscheinlichkeit ist p = 0,9. Die Gegenhypothese ist dann
p <0,9.

» Gegen H, spricht nur eine zu geringe Trefferzahl, so dass nur einseitig zu testen ist.

+ FUr das Signifikanzniveau o = 0,05 besteht der Ablehnungsbereich fiir Hy aus allen Treffer-
zahlen < b fur eine Zahl b mit P(X < b) < 0,05 unter der Annahme H .

« Wegen P(X < 23) ~ 0,026 und P(X < 24) ~ 0,073 mit p = 0,9 ist die Nullhypothese fir
Trefferzahlen bis 23 abzulehnen und ab 24 Treffern anzunehmen.

A-34.4.

* Nullhypothese Hy : p = 0,08 als Wahrscheinlichkeit fur Ausschuss. Die Gegenhypothese
lautet: p # 0,08
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» Unter der Annahme, H, sei wabhr, ist X binomialverteilt mit:

1 =500 -0,08 = 40 und o = /500 - 0,08 - 0,92 = /36,8
Zur Approximation dient die (u, o) -Normalverteilung.

» Nach Aufgabentext ist zweiseitig zu testen. Der Annahmebereich fiir Hy besteht bei o = 0,05
aus dem Intervall, in dem die Zufallsvariable X = Anzahl der Ausschussteile ihre Werte mit
95% Wahrscheinlichkeit annimmt. Dies qilt far:

40 -1,96-/36,8~28,1 <X <40+1,96-+/36,8~51,9

ganzzahlig gerundet: 28 < x < 52. Bei diesen Anzahlen von Ausschussteilen in der Stich-
probe wird die Nullhypothese angenommen.






3 5 Aufgaben auf Abiturniveau

Aufgabe: ,,Kunststoffteile”
1.

a) Es handelt sich um eine binomialtverteilte Zufallsgré3e mit n = 50 und p = 0,04. Daraus folgt
fir die beiden Ereignisse:

* A: Entweder im Taschenrechner berechnen oder in der nicht kumulativen Tabelle nach-
schauen!

P(A) = B(50;0,04;2) = P33, (X = 2) = 0,27623 ~ 27,6%

» B: Umformen nach Gegenereignis und entweder im Taschenrechner berechnen oder in
der kumulativen Tabelle nachschauen!

P(B) = P3d4(X >3) =1—P34(X <2)=1-0,67671 ~ 32,3%

b) Es handelt sich um einen Signifikanztest, bei dem die Nullhypothese mit Hy : p > 0,04 vor-
gegeben ist. Die Wahrscheinlichkeit, gegen Hy zu sein, obwohl Hy stimmt, soll héchstens 5%
betragen. Lésungsansatz:

k
P2%,(X <k) <0,05  oder > B(200;0,04;/) < 0,05
i=0

Entscheidungsregel:

‘ gegen H, bei 0 bis k fehlerhaften Teilen ‘ flr Hy bei k + 1 bis 200 fehlerhaften Teilen

p > 0,04 ‘ < 5% ‘

Nachschlagen in der kumulativen Tabelle ergibt fur das gré3tmégliche k: k < 3.
Man entscheidet sich gegen die Nullhypothese, wenn von 200 Teilen héchstens 3 fehlerhaft
sind.

c) Die Nullhypothese ,Anteil der fehlerhaften Teile betragt mindestens 4%" stellt die fir das Unter-
nehmen schlimmste Situation dar: Der Wechsel zum teureren Granulat hat keine Reduzierung
der fehlerhaften Teile gebracht. Entscheidet sich das Unternehmen aufgrund des Tests gegen
diese Nullhypothese, so glaubt das Unternehmen, es gébe weniger fehlerhafte Teile, obwohl
deren Quote mindestens 4% betragt. Diese Wahrscheinlichkeit — aufgrund des Tests irrtimlich
an eine Reduzierung (gegen Hp) zu glauben — soll méglichst niedrig (hier: < 5%) gehalten
werden.
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2. Wir erweitern zunachst die Tabelle:

Farbe blau rot grun

Mittelpunktswinkel 180° 120° 60°
Ll @ | 180° _ 1 | 120° _ 1 | 60° _ 1

Wahrscheinlichkeit | z55: =5 | 360 =3 | 350° = 5

a) Die drei verschiedenen Farben lassen sich auf 3! = 3.2 -1 = 6 Arten anordnen. Damit ergibt
sich:
11 1 1
=3l.—._. -
P(3 versch. Farben) = 3! 5 36°8
b) Der Erwartungswert der Auszahlung bei einem Spiel soll also gleich dem Einsatz sein. x sei
die Auszahlung bei drei verschiedenen Farben.

= $-10Euro+{-X+2-0Euro = 5Euro
o 10 Euro+ X = 30 Euro
N X = 20 Euro

Alternativ: Das Spiel soll ,fair sein, der Erwartungswert des Gewinns also null betragen. X sei
die Auszahlung bei drei verschiedenen Farben.

1g~(10Euro—5Euro)+%.(X—SEuro)+g-(OEuro—5Euro) = OEuro |-6
5 Euro+ (X — 5 Euro) +4 - (=5 Euro) = 0 Euro
5Euro+ X —5 Euro —20 Euro = 0 Euro

T ¢ ¢ U

X = 20 Euro
c) Ist a der Mittelpunktswinkel des griinen Sektors nach der Anderung, so gilt:

Farbe blau rot grin

Mittelpunktswinkel 360° — 3« 2 o

Wahrscheinlichkeit | 1 — 2% =1-8p | 25 =2p | z2: =p

Die gegebene Pfadwahrscheinlichkeit fordert:

= P(R)-P(B) = 0,14

= 2p-(1—3p) = 0,14

& 2p—6p2—-0,14 = O | (-2)

& 3pP—p+0,07 = 0 | abc — oder pqg — Formel

Die Lésung betragt py = % > % und po = %6 = 0,1. p; kommt wegen der Forderung ,der griine

Sektor wird verkleinert® nicht infrage. Fur den Mittelpunktswinkel des griinen Sektors erhalten
wir daher:

o o
W—0,01<:>a—36



A Weitere Aufgaben auf Abiturniveau

A.1

Aufgabenstellungen

Analysis

Ohne Hilfsmittel

Aufgabe A.01 Gegeben ist die Funktion f durch die Gleichung f(x) = 5x? - e=2**4 x ¢ R.

a) Bestimmen Sie die erste Ableitung der Funktion f.

Im Folgenden kann die Funktion f’(x) = 10 - (2x2 — 4x + 1) - e~ 2** benutzt werden.
b) Weisen Sie nach, dass ein lokaler Hochpunkt existiert und bestimmen Sie die Koordinaten des

Hochpunktes.

Aufgabe A.02 Gegeben ist die folgende Funktion f durch die Gleichung f(t) = t2 — 3t — t + 3.
Der Graph der Funktion f ist in der folgenden Abbildung dargestellt.

y A
6 +
5 +
4 +
a) Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion f
im dargestellten Bereich. Uberpriifen Sie da- 31
bei rechnerisch, ob es sich hierbei um Null- f(t)
stellen handelt. 27T
b) Bestimmen Sie den Inhalt der Flache des Gra- ™
phen, welcher sich unterhalb der x-Achse be- | Iy
findet und im dargestellten Bereich liegt. 0 1 2
1
_24
,3 +
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Mit Hilfsmitteln

Aufgabe A.03 Von einem Youtuber wird ein neues Video veréffentlicht, wobei die Anzahl der
Aufrufe pro Tag mit der Funktion f(t) = 50t-e~%25 modelliert werden kann. Der Graph der Funktion
f(t) ist in der folgenden Abbildung dargestellt. Die Abbildung zeigt die Anzahl der Aufrufe des
Videos pro Tag in Tausend in Abhangigkeit von der Zeit t in Tagen nach dem Hochladen.Die
Funktion f(t) ist fir t > 0 definiert.

f(t)+ Aufrufe in Tausend
80 +
70
60
50 +
40
30
20

10

f Zeit in Tagen

a) Im Anschluss soll zun&chst die modellierte Funktion untersucht werden.
(1) Bestimmen Sie dafiir zunachst, wie viele Aufrufe pro Tag das Video 8 Tage nach dem
Hochladen nach diesem Modell erhalten wird.
(2) Bestimmen Sie rechnerisch die Nullstelle der dargestellten Funktion f(t).

b) Nun soll herausgefunden werden, in welchem Zeitraum die meisten Aufrufe pro Tag erzielt
werden. Hierzu sollen die nachfolgenden Teilaufgaben gelést werden.

(1) Bestimmen Sie zunachst die erste und zweite Ableitung der Funktion.

(2) Ermitteln Sie nun rechnerisch, zu welchem Zeitpunkt {z am meisten Aufrufe pro Tag erzielt
werden kdnnen und geben Sie im Anschluss die maximalen Aufrufe pro Tag an.

(3) Beschreiben Sie den Verlauf des Graphen von f(t) fir groBe Werte von t und interpretieren
Sie diesen Verlauf im Sachzusammenhang.

¢) Bei anderen Videos kann die Modellierung der Aufrufe pro Tag durch die Funktionenschar f(t)
mit f,(t) = 50t-e~%25% 1 firt > 0 und k > 0 beschrieben werden. Hierbei kann der Parameter k
variiert werden. Dabei ist t die seit der Verdffentlichung des Videos vergangene Zeit in Tagen
und f(t) die Aufrufe pro Tag des Videos.
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(1) In der folgenden Abbildung sind die Graphen Gy, G» und G5 dargestellt, welche jeweils zu
der Funktionenschar f,(t) mit den Werten k = 5, k = 2 und k = 0,9 gehéren. Ordnen Sie
den Graphen die zugehoérigen Werte fir k zu und begriinden Sie ihre Antwort.

Y4 Aufrufe in Tausend
80
70
60
50
40 A
30 A
20

10

f Zeit in Tagen

(2) Alle Graphen dieser Funktionenschar besitzen einen gemeinsamen Punkt. Ermitteln Sie
diesen gemeinsamen Punkt rechnerisch.

(3) Es werden 2 Funktionen der Funktionenschar betrachtet, welche einen unterschiedlichen
Wert von k besitzen. Ermitteln Sie, wie viele Schnittpunkte diese beiden Funktionen be-
sitzen und begriinden Sie ihre Antwort.

d) Im nachfolgenden wird wieder die urspriingliche Funktion f(t) = 50t - e~%2% aus Teilaufgabe a)
betrachtet.

(1) Bestimmen Sie die Gesamtanzahl der Aufrufe des Videos 10 Tage nach dem Upload des
Videos. Gehen Sie hierbei davon aus, dass das Video zum Zeitpunkt ¢t = 0 noch keine
Aufrufe hat.

(2) Bei der Monetarisierung von Videos werden Einnahmen durch geschaltete Werbung in
dem Video generiert. Hierbei werden im Mittel 2 € pro 1.000 Aufrufe erwirtschaftet. Be-
stimmen Sie rechnerisch mit welchen Einnahmen bei der Monetarisierung von diesem
Video Uber dem gesamten Zeitraum gerechnet werden kann.
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Analytische Geometrie

Ohne Hilfsmittel

Aufgabe A.04 Gegeben sind die Geraden g und h mit folgenden Geradengleichungen:

2 1 3 —1
g:7= 4| +r-|1],reR und h:X = 5(+s-|-1],s€eR

3 2 5 1

a) Bestimmen Sie die Koordinaten des Schnittpunkts von g und h, es muss hierbei keine Rech-
nung angegeben werden. Uberpriifen Sie im Anschluss, ob die Geraden g und h orthogonal
zueinander sind.

b) Die Geraden g und h spannen eine Ebene E auf. Uberpriifen Sie, ob der Punkt P(5|6|6) in der
Ebene E liegt.

Aufgabe A.05 Gegeben sind die Punkte P(—1|3|7) und Q(2|7|x), x € R.

a) Geben Sie den Wert fiir x an, bei welchem der Abstand der Punkte P und Q am kleinsten ist
und berechnen Sie den kleinst mdglichen Abstand zwischen diesen Punkten.

b) Nun sind ein weiterer Punkt R(2|3|y), (v € R) und die Gerade

gegeben. Bestimme y so, dass der Punkt R auf der Geraden g liegt.

Mit Hilfsmitteln

Aufgabe A.06 In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte O(0|0|0), A(8|6|0),
B(2|14]0), C(—6|8|0), D(0|0|8), E(8|6/8), F(2|14|8) und G(—6|8|8) gegeben. Diese Punkte sind
die Eckpunkte des Quaders OABCDEF G, welcher mit der Spitze S das Modell eines Hauses
bildet. Die Grundflache ist das Viereck OABC (siehe Abbildung).

X3
S

G

b F
E
C
X
o) 5 2
A

X1
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a) (1) Zeigen Sie, dass die Grundflache des Hauses ein Quadrat ist.

(2) Ermitteln Sie die Koordinaten der Spitze S des Hauses, wenn diese 5 Einheiten und mittig
Uber der Ebene DEF G liegen soll.

b) Im Nachfolgenden soll das Volumen des Hauses und seine Oberflache berechnet werden.

(1) Berechnen Sie daflir zunachst das Volumen des Quaders OABCDEFG.

(2) Berechnen Sie im Anschluss das Volumen der Pyramide DEFGS und bestimmen Sie
daraus das Gesamtvolumen des Hauses.

(3) Um die Isolation des Hauses zu berechnen wird die Gesamtflache aller Flachen benétigt,
welche mit der umliegenden Luft in Berlhrung sind. Bestimmen Sie diese Fléche (die
Grundflache des Hauses gehért nicht dazu).

(4) Bestimmen Sie wie viel Warmeleistung benétigt wird um das Haus auf einer Temperatur
zu halten, wenn pro Flacheneinheit aus Teilaufgabe (3) 1,2 W/(m?K) benétigt werden und
die Temperaturdifferenz 20 K betragt.

c) (1) Ermitteln Sie eine Parameter- und Koordinatengleichung der Ebene E, die durch die Punk-
te D, E und S verlauft.

(2) Bestimmen Sie den Schnittpunkt U der Ebene E und der xy-Achse.

(3) Bestimmen Sie eine mégliche Geradengleichung g, welche senkrecht zur Ebene E und
durch den Punkt B verlauft.

(4) Bestimmen Sie den Schnittpunkt T der Geraden g und der Ebene H, welche durch die
Punkte E, F und G verlauft.

(5) Bestimmen Sie das Volumen der Pyramide OABCT .

d) Bestimmen Sie, um welchen Winkel « man das Modell des Hauses drehen musste, damit die
Seiten des Hauses mit den Koordinatenachsen in einer Flucht liegen, so dass der Punkt C auf
der xo-Achse liegt.

e) Geben Sie einen Ebene an, welche das Modell des Hauses in zwei Teile mit gleich grof3en
Volumen teilt.

Lineare Algebra

Mit Hilfsmitteln

Aufgabe A.07 Auf einer Schaltflache befinden sich vier Schalter, welche den Zustand EIN oder
AUS haben kénnen. Ein Roboterarm betatigt nacheinander zufallig jeweils einen Schalter. Nach
dem Betatigen des Schalters andert sich der Zustand des Schalters. War der Schalter vorher im
Zustand AUS, so ist dieser danach im Zustand E/N und umgekehrt. Der Roboter betétigt solange
zuféllig einen Schalter, bis alle Schalter den Zustand EIN angenommen haben und dann ist der
Prozess beendet. Der Prozess hat somit 5 unterschiedliche Zustande, welche die Anzahl der ein-
geschalteten Schalter darstellt. Am Anfang des Prozesses sind alle Schalter im Zustand AUS und
wir befinden uns im Zustand Z,. Wenn der Roboter einen Schalter einschaltet, geht der Prozess
in den Zustand Z; Uber, da nun ein Schalter eingeschaltet ist. Bei der nachsten Schaltung des
Roboters kann sich der Zustand des Prozesses entweder in den Zustand Z; oder Z; &ndern.
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a) Wenn nach zwei Schaltvorgéngen zwei Schalter eingeschaltet sind und der Roboter einen wei-
teren zufalligen Schalter betatigt, welche Zustande kénnen dann erreicht werden?

b) Erstellen Sie ein passendes Ubergangsdiagramm zu diesem Prozess. Geben sie dabei auch
die Ubergangswahrscheinlichkeiten an.

c) Geben Sie die Matrix an, mit welcher sich der Prozess modellieren lasst.

d) Bestimmen Sie mit Hilfe der Prozessmatrix die Wahrscheinlichkeitsverteilung der einzelnen
Zustande Z; bis Z,, wenn der Roboter 10 mal hintereinander einen zufélligen Schalter betéatigt
hat.

e) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Prozess...

(1) nach 4 Schaltungen beendet ist?
(2) langer als 12 Schaltungen benétigt?
(3) nach genau 7 Schaltungen beendet ist?
f) Wenn ein Schalter vom Zustand E/N in den Zustand AUS geschaltet wird, dann wird ein weiterer
Prozess eingeleitet, bei welchem sich ein Zahlerstand um einen Wert erhéht. Dieser Zahler

zahlt somit, wie oft ein eingeschalteter Schalter wieder ausgeschaltet wird. Am Anfang des
Schaltvorgangs befindet sich der Zahler beim Wert Null.

(1) Ein Schaltprozess benétigt 12 Schaltungen. Bestimmen Sie den Wert des Z&hlers am
Ende des Schaltprozesses.

(2) Geben Sie eine allgemeine Formel an, mit welcher man fiir n Schaltungen pro Schaltpro-
zess die Zahl z des Z&hlers berechnen kann.

Stochastik

Ohne Hilfsmittel

Aufgabe A.08 Ein Spieler erzielt mit einer Wahrscheinlichkeit von p = 0,4 einen Treffer.

a) (1) Der Spieler hat 10 Versuche. Wie viele Treffer kdnnen wir dabei erwarten?

(2) Geben Sie einen Term zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit an, dass er von den 10
Versuchen genau einen Treffer erzielt.

b) Der Spieler hat nun 5 Versuche. Im Folgenden sehen Sie Abbildungen, welche die Wahrschein-
lichkeit der Zufallsgré3e X darstellen. Dabei gibt die ZufallsgréBe X die Anzahl der Treffer an.
Geben Sie an, welche Abbildung korrekt ist und begriinden Sie ihre Antwort.

30:— —:30:— —
20} —:20:— 7
10} ;10— .
0 =
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30 *

20 |- N

Aufgabe A.09 In einer Urne befinden sich drei rote, zwei schwarze und finf blaue Kugein.

a) Es wird zweimal nacheinander eine Kugel zufallig enthommen und wieder zurlickgelegt.

(1) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit eine blaue und eine rote Kugel zu ziehen
(2) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit mindestens eine blaue Kugel zu ziehen.
b) Nun wird dreimal nacheinander eine Kugel gezogen und die gezogene Kugel wird dabei nicht

zurlickgelegt. Geben Sie einen Bruch flir die Wahrscheinlichkeit an, dass von jeder Farbe eine
Kugel gezogen wurde.

Mit Hilfsmitteln

Aufgabe A.10 Ein Automobilhersteller ‘ ‘ ‘
produziert Karosserieteile aus Aluminium,
welche fur die Produktion von Fahrzeugen

bendtigt werden. Hierbei kommt es beim 0,1} :

Aluminiumdruckguss (Herstellungsverfah-
ren) mit einer Wahrscheinlichkeit von 2% zu
fehlerhaften Teilen, welche nicht weiterver- 5 10-2|

arbeitet werden durfen. Die Zufallsvariable

X gibt die Anzahl der fehlerhaft produzierten
Teile an und kann als binomialverteilt an- |I
genommen werden. Es werden insgesamt o .
500 Teile zufallig ausgewahlt. Die Abbildung ‘ ‘
zeigt das zugehdrige Histogramm.

T T T T
0 5 10 15 20 25 30
a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit furr die folgenden Ereignisse: Von 500 Teilen sind...

(1) genau 9 Teile fehlerhaft.
(2) mindestens 15 Teile fehlerhaft.

b) Bestimmen Sie, wie viele Teile mindestens ausgewahlt werden miissen, damit mit einer Wahr-
scheinlichkeit von mindestens 90% mindestens ein fehlerhaftes Teil ausgewahlt wurde.

c) Ermitteln Sie rechnerisch den Erwartungswert sowie die Standardabweichung und interpretie-
ren Sie diese Werte im Sachzusammenhang.
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d) Im Nachfolgenden wird der Druck beim AluminiumdruckgieBen (Herstellungsverfahren) erhéht
um die Prozessgeschwindigkeit zu erhéhen und somit Kosten einzusparen. Ein Prozessinge-
nieur hat die Vermutung ausgesprochen, dass dadurch das Risiko besteht, dass sich die An-
zahl der fehlerhaften Teile erhéht. Hierzu soll ein rechtsseitiger Hypothesentest durchgefiihrt
werden, um diese Aussage zu Uberprifen.

(1) Bestimmen Sie die kleinste Anzahl k der fehlerhaften Teile, damit bei einer Stichprobe
von 500 Teilen mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 95% héchstens k Teile defekt
sind.

(2) Geben Sie die Hy Hypothese und die Alternativhypothese H; fur einen rechtsseitigen Hy-
pothesentest an, welche die Vermutung des Betriebsingenieurs Uberprifen kann.

(3) Geben Sie den Annahme und Ablehnungsbereich an und interpretieren Sie dieses Ergeb-
nis im Sachzusammenhang. Das Signifikanzniveau soll hierbei bei o = 5% liegen.

(4) Bei der Strichprobe von 500 Teilen wurden nach der Prozessveréanderung 16 fehlerhafte
Teile entdeckt. Beurteilen Sie das Ergebnis dieser Strichprobe bezogen auf die ermittelten
Entscheidungsregeln.

(5) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Hp Hypothese félschlicherweise
abgelehnt wird.

(6) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Hy Hypothese falschlicherweise an-
genommen wird, wenn die wahre Fehlerwahrscheinlichkeit nach der Prozessveranderung
in Wahrheit 4% betragt.

(7) Dem Betriebsingenieur sind die Ergebnisse des Hypothesentests zu unsicher. Wie kénn-
ten die Wahrscheinlichkeiten aus Aufgabenteil (5) und (6) verbessert werden?

e) Zur Uberpriifung der Teile wird ein Messgerat verwendet, welches 98% der fehlerhaften Teile
als fehlerhaft erkennt, jedoch auch 3% der fehlerfreien Teile als fehlerhaft deklariert.
(1) Erstellen Sie eine 4-Feldertafel fir diesen Sachzusammenhang.

(2) Ein Teil wird vom Messgerat als fehlerhaft deklariert. Bestimmen Sie die Wahrscheinlich-
keit daflir, dass dieses Teil wirklich defekt ist.
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Musterlosungen

Analysis

Aufgabe A.01
a) f'(x) = 10x - @& 4 (—10x?) - e~ &** = 10x - (1 — x) - e~ 2+

b) Flr einen Nachweis eines Hochpunktes untersuchen wir f/(x) auf Nullstellen

f'(x)=0= 0 10x - (1 —x) - e~

& 0 = 10x-(1—x)

= 0=x V 1—-x=0&x=1
und prifen anschlieBend die hinreichende Bedingung mit der zweiten Ableitung:

f(0) = 10 - e* > 0 — Tiefpunkt
f(1)=10-(2—4+1)-e2* = -10-e? < 0 — Hochpunkt
f(1) =5-e® — H(1|5 - €%) (Koordinaten Hochpunkt)

Aufgabe A.02

a) Durch ablesen ergeben sich die Nullstellen bei x; = 1 und x, = 3. Die Probe ergibt: f(x; = 1) =
1-3-1+3=0v undf(xp =3) =27 —-27 —3+3 =0 v. Somit handelt es sich um Nullstellen!
Da hier nicht ,Berechnen Sie...“ steht, reicht das Ablesen mit Probe!

b) Wir bestimmen den Flacheninhalt im Intervall t € (1, 3). Da die Flache unterhalb der x-Achse
liegt, bendtigen wir noch Betragsstriche:

3

3 t t2 9 7
3 Q2 _ 43 T T R Y T
/1 ! 3t t+3 [4 ! 2 +3t:|1 ‘( 4) (4)‘ | 4| 4 [FE]

Aufgabe A.03

a) (1) f(8) = 50 -8-e79%%8 = 54,3, Somit werden 8 Tage nach dem Hochladen des Videos
54.130 Aufrufe Pro Tag erzielt.

(2) f(t) =0 — 50t-e7%25% = 0 & t = 0. Da die e-Funktion nicht 0 werden kann, muss lediglich
der linke Faktor 50t betrachtet werden.
b) (1) f/(t) = (50 — 12,5t) - €925 f(t) = (—25 + 3,125t) - @025

(2) f'(t)=0 — (50 — 12,5t) - e 9% = 0 < 50 — 12,5t = 0 < t = 4 — f(4) = 73,58. Somit sind
4 Tage nach dem Hochladen des Videos die meisten Aufrufe pro Tag 73.580.

(3) Der Graph wird fur gro3e Werte von t gegen 0 laufen. Dies bedeutet im Sachzusammen-
hang, dass nach einer langen Zeit fast niemand mehr das Video schauen wird.

c) (1) Je groéBer der Wert flir k, desto schneller 1&uft die Funktion gegen 0. Demnach gehért
k=5zuGs, k=2zuGsoundk =0,9 zu Gj.
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(2) Der gemeinsame Punkt ist P(0]0). Rechnerischer Nachweis durch Gleichsetzen zweier
Funktionen der Schar, z.B. k =2 und k = 5:

50t. - 0252t L 5of.g-0.255¢ | — 50t - @~0.25:5¢
& 50t-e 0%t _50t.e~ 128t - 0

N 50t - (e~ 05t —e= 1251 = 0

Fur 50t = 0 folgt t = 0 und fiir e %51 — =125t = 0 folgt ebenfalls ¢ = 0. Die Funktionswerte
der Schar sind furt = 0, also f(t =0) =0 v".

(3) Sie besitzen nur einen gemeinsamen Punkt bei P(0|0), da die Funktionen mit hdheren

werten von k auch gréBere Steigungen haben und somit keine weiteren Schnittpunkte
existieren.

d) (1) Integralint € (0,10): J,°50t - =025 = [—(200¢ + 800) - e~025] *° ~ 570. Somit sind es
570 Tausend Aufrufe 10 Tage nach dem Upload.

(2) Wir bestimmen das Integral [, 50t-e~2% Einsetzen der Grenze 0 in die Stammfunktion
aus d) (1) ergibt 800; einsetzen der Grenze oo in die Stammfunktion ergibt 0. Das Video
wird also ca. 800 Tausendmal aufgerufen, was zu Werbeeinnahmen in Héhe von 1.600 €
fahrt.

Analytische Geometrie

Aufgabe A.04

a) Wir sehen, dass der Schnittpunkt bei S(3|5|5) liegt. Woher wissen wir das? Wenn man in g fur
r = 1 einsetzt, erhalt man den Stiitzvektor der Geraden h und somit den Schnittpunkt. Prifung
der Orthogonalitat mit dem Skalarprodukt:

1 —1
1[e|] -1 =-1-1+2=0v — orthogonal
2 1

b) Flr die Ebene E nehmen wir die Richtungsvektoren der beiden Geraden und wahlen als Stiitz-
vektor den Schnittpunkt. Wir erhalten:

3 1 —1
E:X = 5|+r-|1|+s-|=1}|,rseR

5 2 1

Um zu Uberprifen, ob der Punkt in der Ebene liegt, setzen wir diesen fir X ein

5 3 1 -1 h 5 = 8+r—s
6(=|5|+r-|1|+s-|-1|= () 6 = 5+r—s
6 5 2 1 (M 6 = 5+2r+s
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und I6sen das LGS. Wir sehen sofort: Wenn wir (I) — (Il) rechnen, erhalten wir —1 = —2 und
damit eine falsche Aussage. Demnach liegt der Punkt P(5|6|6) nicht in der Ebene.

Aufgabe A.05

a) Wir setzen die beiden Punkte in die Abstandsformel ein und untersuchen auf Extremstellen:
d(x) = \/(X1 —X2)2 + (Y1 — y2)? + (21 — 22)? = \/(—3)2 +(=4)2+(7—x)2 = Vx2 - 14x + 74

_ 1

T 2.VXx2 _14x + 74

Fur den Wert x = 7 ist der Abstand der Punkte am kleinsten. Der kleinste Abstand betragt dann
d=+/(-8)2 + (—4)2 + (0)2 = 5[LE].

d'(x) [(2x—14)20

b) Wir setzen die Gerade und den Punkt gleich und interpretieren das Ergebnis:

Es muss hier fur r = —2 eingesetzt werden,
daraus ergibt sich auf (lll): y =3 -3 (-2) =
1—-r & r=-2 9. Der Punkt R liegt auf der Gerade, wenn
y =9 gewahlt wird.

h 2 6+2r & r=-2

an 3

ay y 3-3r

Aufgabe A.06

a) (1) Da die Lange der Vektoren Oj = /@ = B? = @ = 10 [LE] betragt und die Winkel
zwischen den Vektoren 90° betragen, handelt es sich hierbei um ein Quadrat.
(2) Die Spitze hat die Koordinaten S(1|7]13). Die x1- und xo-Komponente ergeben sich hierbei
aus der Halfte des Vektors 0B und die x3; Komponente ergibt sich aus der x3-Komponente
der Punkte E (8 Einheiten) + die H6he der Spitze (5 Einheiten).

b) (1) Das Volumen des Quaders betragt Vquager = G - h = 102 - 8 = 800 [VE].

(2) Das Volumen der Pyramide betragt Veyamide = 3 - @2 - hp = 3 - 1025 = 166,67 [VE]. Damit
betragt das Gesamtvolumen Viyas = Vauader + Vpyramide = 966,67 [VEL].

(3) Die Gesamtflache, welche mit der umliegenden Luft in Berlihrung ist, setzt sich aus den
Wandflachen des Hauses und der Dachflache zusammen. Eine Wandflache hat Awang =
10-8 = 80 [FE] und eine Dreiecks-Flache des Daches betragt mit h = v/52 + 52 ~ 7,07 [LE]:
Abreieck = %g -h=5-v52 + 52 = 35,36 [FE]. Somit betragt die Gesamtflache des Hauses,
welches mit der Luft in Berlihrung kommt: Ajaus = 4 - (80 + 35,36) = 462,24 ~ 462 [FE].

(4) Die Verlustwarmeleistung lasst sich berechnen durch W = 462 - 1,2 - 20 = 11088. Somit
werden 11.088 W bzw. ca. 11 kW fir die Temperaturerhaltung benétigt.

c) (1) Die Parametergleichung ergibt mit (Y) als Stiutzvektor und DT_"-'> bzw. D? als RV:

0 8 1
E:7=0®+r~[ﬁ+s-lﬁ= ol+r-|e|+s-|7
8 0 5

Durch Bildung des Kreuzproduktes oder durch Bildung des Skalarproduktes mit den Rich-
tungsvektoren der Ebene ergibt sich der Normalenvektor zu (3 — 4 5)7. Somit ist die Ebe-
nengleichung in Koordinatenform E : 3x; — 4x» + 5x3 = 40. Die 40 ergibt sich durch
Einsetzen des Stitzpunktes D(0|0/8) in die Gleichung.
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(2) Fur den Spurpunkt mit der x;-Achse, setzen wir in der Koordinatengleichung x> = 0 und
X3 = 0 und erhalten: 3x; —4-0+5-0 = 40 & x; = 13,33. Damit lautet der Schnittpunkt U
mit der x;-Achse U(13,33]0|0).

(3) Die Geradengleichung setzt sich aus dem Stiitzvektor des Punktes B und dem Normalen-
vektor Nz = (83 — 4 5)7 der Ebene E zusammen:

2 3
g:7=@+r-/¥= 14| +r- | -4

0 5

(4) Wir stellen zunachst die Ebenengleichung H auf:

8 -6 —-14
H:?:O?+S~E?+t-E%= 6|+s-| 8 |+t 2 MH:&:B

8 0 0
X3

~~
Einsetzen von g in H liefert 5r =8 & r = g was eingesetzt in g den gesuchten Schnitt-
punkt Punkt T(6,8|7,6|8) liefert.

(5) Die Pyramide hat eine quadratische Grundflache OABC mit a®> = 10 - 10 = 100 [FE] und
eine Hohe von h, = 8. Daraus ergibt sich das Volumen von V = 1 - a2 - h, = 266,67 [VE].

1

3

d) Wir berechnen den Winkel von der x>-Achse zum Vektor O? Um diesen Winkel musste das
Haus um den Ursprung gedreht werden, damit C auf der Achse liegt:

0 -6
11| 8
0 0
« = arctan = 36,87°
0 -6
1 8
0 0

e) Die Ebene, welche durch die Punkte OBDF oder die Punkte ACEG verlauft, wiirde das Haus
in 2 gleich grof3e Volumen teilen.

Lineare Algebra

Aufgabe A.07

a) Es kann der Zustand Z; oder Z3 erreicht werden. Die Wahrscheinlichkeit beider Zustandsan-
derung betragt hier 50%, da jeweils 2 Schalter den Zustand EIN und 2 Schalter den Zustand
AUS haben. Wenn ein eingeschalteter Schalter betatigt wird, dann andert sich der Zustand des
Schalters zum Zustand AUS und der Prozess hat somit den Zustand Z;. Wenn ein ausgeschal-
teter Schalter betatigt wird, dann wird dieser eingeschaltet und der Zustand des Prozesses ist
bei Zs.
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b) Prozessdiagramm:

0,25 0,5 0,25

@) 2 Z ) @)

1 0,75 0,5 0,25

Z, ist ein absorbierender Zustand; hier kdénnte man auch ein Pfeil zu Z3 mit einer 1 bzw. 100
Prozent schreiben.

¢) Prozessmatrix: d) Wir missen fir jeden Zustand berechnen (hier
exemplarisch fiir Zy):

0025 0 0 O 1 0,1057
1 0 05 0 0 0 0

M=10 075 0 0,75 0 0| -M?°= {05457
0 0 05 0 O 0 0
0 0 0 025 1 0 0,3486

Somit befindet sich der Prozess mit einer Wahrscheinlichkeit von 10,57% in Zustand Z,, mit
einer Wahrscheinlichkeit von 0% in Zustand Z;, mit einer Wahrscheinlichkeit von 54,57% in
Zustand Z,, mit einer Wahrscheinlichkeit von 0% in Zustand Zz und mit einer Wahrscheinlichkeit
von 34,86% in Zustand Z;.

e) (1) Der Prozess ist nach 4 Schaltungen beendet, wenn immer ein ausgeschalteter Schalter
getroffen ist. Die Wahrscheinlichkeit 1asst sich somit wie folgt ausrechnen:

p=1-0,75-0,5-0,25=0,09375

Zu 9,38% ist der Prozess nach 4 Schaltungen beendet.

(2) Wir bestimmen zunachst die Wahrscheinlichkeit, dass sich der Prozess nach 12 Schal-
tungen noch in Z, befindet

1 0,0946

0 0 und arbeiten anschlieBend mit der Gegen-
wahrscheinlichkeit. Der Prozess braucht al-

o M?= 0,4885 so mit einer Wahrscheinlichkeit von 1 —

0 0 0,4168 = 0,5832 mehr als 12 Schaltungen.

0 0,4168

(3) Da der Prozess immer nur bei einer geraden Anzahl an Schaltungen beendet werden
kann, betragt die Wahrscheinlichkeit 0%.

f) (1) Bei 12 Schaltungen wurden 8 Schaltungen mehr als minimal nétig gemacht, demnach
wurden 4 Schalter wieder ausgeschaltet und der Zahler steht somit bei 4.

(2) Allgemeine Formel: z = (n —4) - %
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Stochastik

Aufgabe A.08

a) (1) Der Erwartungswert betrdgt E=n-p=10-0,4 = 4.
(2) Es liegt eine binomialverteilte Zufallsvariable vor. Mit n = 10,k = 1 und p = 0,4 folgt:

P(X =1)= -04'-(1-04)"""=10.0,4-0,6°

b) Da der Spieler nur 5 Versuche hat, liegt der Erwartungswert nunbei E =n-p =5-0,4 = 2. Dem-
nach muss die h6chste Wahrscheinlichkeit im Histogramm bei 2 vorliegen, was im Histogramm
oben rechts der Fall ist.

Aufgabe A.09

a) Wir machen zuné&chst ein kleines Baumdiagramm von dem interessanten Pfad und verwenden
dann die Pfadregeln, um die Wahrscheinlichkeiten zu berechnen.

(1) P(B,R) = 3 - & = 13 = 0,15. Die Wahrscheinlichkeit, zuerst eine blaue und dann eine

rote Kugel zu ziehen, liegt bei 15%.
(2) Wir gehen alle Kombinationen durch, wo eine blaue Kugel vorkommt und addieren die
Wahrscheinlichkeiten:

P(mind. 1 B) = P(RB) + P(SB) + P(BR) + P(BS) + P(BB)
.8 5,2 5 53 33 S 5 _ 7 _475
10 10 710 10 770 10 70 10 710 10 " 100

Alternativ und wesentlich smarter ist der Weg Uber die Gegenwahrscheinlichkeit:
P(mind.1B)=1-P(BB)=1-0,25 =0,75.

Aufgabe A.10 Es gilt X ~ (n,p).

a) (1) Mitn =500,k =9 und p = 0,02 folgt:

500
P(X =9) = -0,02°. (1 — 0,02)%%°-9 = 0,12612
9

(2) Mitn =500,k =15 und p = 0,02 folgt:

500 (500 _ .
P(X > 15) = Z -0,02' - (1 — 0,02)°%°~" = 0,08136
i=15 i

b) Eine ,3-Mal-Mindestens-Aufgabe“. Geldst werden muss folgender Ausdruck:
0,98" < 0,1

Also die Gegenwahrscheinlichkeit, dass alle intakt sind, soll kleiner gleich 10% sein. Somit ist
n=114.
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c) Der Erwartungswert E = n-p = 500 - 0,02 = 10 und die Standardabweichung o =
Vn-p-(1-p)=+,/500-0,02-(1-0,02) = 3,13. Im Mittel erwartet man also 10 defekte Teile
pro Stichprobe und bei 68% aller Stichproben wird man zwischen 7 und 13 defekt Teile haben.

d) (1) Wir suchen P(X < k) > 0,95. Dies wird erstmals bei k = 15 erzielt. Somit sind mit einer
Wahrscheinlichkeit von mindestens 95% 15 oder weniger Teile defekt.

(2) Die Hypothesen lauten Hy : P = 0,02 und H, : P > 0,02.

(3) Der Annahmebereich fiir Hy liegt unter Beriicksichtigung der Ergebnisse aus d) (1) dann
[0; 15] und der Ablehnungsbereich liegt bei [16;500].

(4) Da der Wert 16 in den Ablehnungsbereich fallt, wird die Hy Hypothese abgelehnt. Dem-
nach wirde man davon ausgehen, dass sich das Verfahren verschlechtert hat.

(5) Die Wahrscheinlichkeit, dass die Hypothese félschlicherweise abgelehnt wird, liegt bei
P(X > 16) = 0,047 = 4,7%.

(6) Es wird nun fur p = 0,04 folgendes berechnet: P(X < 15) = 0,1513 = 15,3%.

(7) Durch eine Erhéhung der Stichprobe auf z.B. 1000 kénnen beide Fehler verbessert wer-
den.

e) (1) 4-Feldertafel hier als Matrix:

fehlerhaft nicht fehlerhaft

positiver Test 0,0196 0,0294
negativer Test | 0,0004 0,9506

(2) Die Wahrscheinlichkeit, dass ein fehlerhaft getestetes Teil wirklich defekt ist, liegt bei: p =

0,0196 _ — AN°
0,0196+0,0294 ~ 0,4 = 40%
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