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Neu ab dem Priifungsjahr 2024:

Fir Prifungsteil A (hilfsmittelfrei zu bearbeitende Aufgaben) wird eine begrenzte Aufgabenaus-
wahl durch die Priflinge eingefiihrt. Hierdurch verlédngert sich die Arbeitszeit insgesamt um 30
Minuten (inkl. Auswahlzeit). Die Struktur der Aufgaben im Zentralabitur Mathematik ab 2024
bleibt unverandert.
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1 Abi Klausur 2023 — Grundkurs

1.1 Aufgaben

1.1.1  Priufungsteil A

Bei der Bearbeitung der Aufgaben diirfen keine Hilfsmittel verwendet werden.

» Arbeitszeit: max. 60 Minuten

* Hinweis: Die Aufgaben sind nicht direkt einem Thema zugewiesen, wie es
die folgende Tabelle vermuten |asst.

« Ubersicht zur Punkteverteilung und Tracking deines Fortschritts:

Thema Aufgabe | Teilaufgabe Punkte Erledigt?
(1) 3
a)
(2) 2
A : (1)
nalysis b) 5
(2)
(1) 2
c)
(2) 3
Vektorielle (1) 1
G tri d)
eometrie 2) 4
: (1) 2
Stochastik e)
(2) 3
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1.1 Aufgaben 6

Aufgabenstellung:

a) Gegeben sind die Funktionen f und g mit

fx)=x3—6x2+3x+10, x € R
und g(x) = —-6x+10, x € R.

(1) Berechnen Sie die Stellen, an denen die Graphen von f und g gemeinsame
Punkte besitzen.

(2) Der Punkt P(3|f(3)) ist einer der gemeinsamen Punkte der Graphen von f
und g. Zeigen Sie:
Der Graph von g ist Tangente an den Graphen von f im Punkt P.

b) Die Funktion f ist gegeben durch die Gleichung:
f(x) =3x> —12, x € R.

(1) Berechnen Sie die Nullstellen von f.

(2) Berechnen Sie den Inhalt der Flache, die vom Graphen von f und der x-
Achse eingeschlossen wird.

c) Die Funktion f ist gegeben durch die Gleichung
f(x)=x2-€%, x eR.

(1) Zeigen Sie: f'(x) = x - (x + 2) - €~.

(2) Bestimmen Sie (z.B. unter Verwendung des Vorzeichenwechselkriteriums)
die Extremstellen und die Art der Extremstellen der Funktion f.

d) Gegeben sind die Gerade

2 1
g X=| 3 |+s-|0]|, mitseR
-7 5

sowie die Gerade h durch die Punkte A(4|0|0) und B(5|1|b) mit einer reellen
Zahl b.

(1) Begrlinden Sie, dass A nicht auf g liegt.

(2) Die Geraden g und h haben einen gemeinsamen Punk.
Ermitteln Sie den Wert von b.
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1.1 Aufgaben 7

e) (1) Die Histogramme | bis Ill in den Abbildungen 1-1 bis 1-3 zeigen Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen von drei binomialverteilten Zufallsgré3en A, B
und C. Es gilt jeweils n = 10. Zu jeder Zufallsgrée gehort eine der Wahr-
scheinlichkeiten p; = 0,2, p> = 0,4 und p3 = 0,8.

P(A = k)
0,40 {
0,35 {
0,30 |
0,25 | —
0,20 {
0,15 ¢

0,10 |
0,05 |

012345678 910 k

Abb. 1-1

P(B = k)
0,40 |
0,35 |
0,30 | —
0,25 |
0,20 |
0,15 |

0,10 |
0,05 { _‘

012345678910k

P(C =K)
0,40 |
0,35 |
0,30 { -
0,25 |
0,20 |
0,15 |
0,10
0,05 |

012345678910 k
Abb. 1-3

Ordnen Sie den Histogrammen | bis Il die jeweils passende Wahrschein-
lichkeit zu.
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1.1 Aufgaben 8

(2) Eine weitere ZufallsgréBe X ist binomialverteilt mit n = 10.
Das unvollstandige Histogramm der Verteilung ist in Abbildung 2 darge-
stellt. Es gilt: P(X > 4) =~ 0,35.

P(X = k)
0,25 |
0,20 {
0,15 |
0,10 |
0,05 {
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 k
Abb. 2
(i) Ermitteln Sie ndherungsweise die Wahrscheinlichkeit P(X < 2).
(i) Ermitteln Sie ndherungsweise die Wahrscheinlichkeit P(X = 3).
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1.1 Aufgaben 9

1.1.2 Prifungsteil B

Bei der Bearbeitung der Aufgaben dirfen Hilfsmittel (GTR, Mathematische For-
melsammlung, Wérterbuch zur deutschen Rechtschreibung) verwendet werden.

* Arbeitszeit: mind. 160 Minuten

« Ubersicht zur Punkteverteilung und Tracking deines Fortschritts:

Thema Aufgabe | Teilaufgabe Punkte Erledigt?
(1) 2
a) (2) 3
(3) 3
(1) 3
Analysis °) @) 4
(3) 6
(1) 2
(2) 3
(c) a) 3
(4) 6
(1) 1
2 (2) 3
(3) 1
(4) 3
Vektorielle
Geometrie b) (1) 2
(2) 2
(1) 2
C) (2) 4
(3) 2
(1) 2
a) (2) 3
(3) 2
by (1) 2
Stochastik (2) 3
N (1) 2
(2) 2
) (1) 2
(2) 2
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1.1 Aufgaben 10

Analysis
Aufgabenstellung:
a) Gegeben sind die in R definierten Funktionen
p:xr——x2—x+1undqg:x— e~
Die Graphen von p und g haben genau einen gemeinsamen Punkt; dieser
Punkt liegt auf der y-Achse. Fur die erste Ableitungsfunktion von q gilt
q'(x) = —q(x).

(1) Beschreiben Sie, wie der Graph von q’ aus dem Graphen von g erzeugt
werden kann.

(2) Zeigen Sie, dass die Graphen von p und q in ihrem gemeinsamen Punkt
eine gemeinsame Tangente haben, und geben Sie eine Gleichung dieser
Tangente an.

(3) Geben sie den Wert des Integrals

J(@(x) — p(x)) dx

0
an und interpretieren Sie diesen Wert geometrisch.

b) Gegeben ist die in R definierte Funktion h: x — (x> —x — 1) -e™*.
(1) Bestimmen Sie die Gré3e der Flache, die der Graph von h und die x-Achse
einschlie3en.

(2) Berechnen Sie die Koordinaten der beiden Extrempunkte des Graphen von
h sowie den Abstand der Extrempunkte.

(3) Die beiden Extrempunkte T und H des Graphen von h bilden zusammen
mit den Punkten P und Q ein Rechteck TPHQ), dessen Seiten parallel zu
den Koordinatenachsen verlaufen. Dieses Rechteck wird durch den Gra-
phen der Funktion h in zwei Teilstlicke zerlegt (siehe Abbildung 1).

h(x)
1 1

Q

T P Abb. 1

Ermitteln Sie, welchen Anteil an der Flache des Rechtecks die Flache des
grauen Teilstlcks einnimmt.
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1.1 Aufgaben 11

c) Ein Bewéasserungskanal wird durch Offnen einer Schleuse in Betrieb genom-
men. Die in R definierte Funktion

Wix—4 - xX>—x—1)e*+4

beschreibt fir x > 0 die zeitliche Entwicklung der momentanen Durchflussra-
te des Wassers an einer Messstelle. Dabei ist x die seit Beobachtungsbeginn
vergangene Zeit in Sekunden und w(x) die momentane Durchflussrate in Ku-
bikmetern pro Sekunde.

Abbildung 2 zeigt den Graphen von w.

y

|

D

\
/

—-——-F;‘—'
AN

0 D

Abb. 2

(1) Firx — oo gilt w(x) — c.
Geben Sie den Wert von ¢ sowie die Bedeutung dieses Wertes im Sach-
zusammenhang an.

(2) Bestimmen Sie diejenigen Stellen, an denen die momentane Anderungs-
rate der Funktion w mit der mittleren Anderungsrate der Funktion w Uber
dem Intervall [0; 10] Gbereinstimmt.

(3) Bestimmen Sie die momentane Durchflussrate flr denjenigen Zeitpunkt
in den ersten zehn Sekunden nach Beobachtungsbeginn, zu dem sie am
starksten abnimmt.

(4) (i) Bestimmen Sie die Wassermenge, die in den ersten zwei Sekunden
seit Beobachtungsbeginn an der Messstelle vorbeiflief3t.

(i) An der Messstelle flieBen in einem Zeitraum von drei Sekunden drei-
zehn Kubikmeter vorbei.
Berechnen Sie die dafiir infrage kommenden Zeitrdume.
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1.1 Aufgaben 12

Geometrie

Aufgabenstellung:
Der in Abbildung 1 dargestellte Kérper K mit den Eckpunkten

A1,Az,Az,As, By, By, B3 und B,

hat folgende Eigenschaften:

A1A>A3A, ist ein Rechteck in der x1x>-Ebene, B1B>B3B;, ist ein Rechteck in einer
zur x1x2-Ebene parallelen Ebene. Die Vierecke A>A3B3B. und A1A4B4B4 liegen in
Ebenen, die parallel zur x;x3-Ebene verlaufen.

Folgende Punkte sind gegeben:

A%

A+(50] - 5/0)

A2(50]5/0)
V75

As (T‘5’°>
V75

As (T\ - 5\0)

B>(10/5|30)

B, (@‘5]30)

A3 X2

a) (1) Geben Sie die Koordinaten des Punktes B; an.

(2) Begriinden Sie, dass die Seitenflache A,A3B3B, ein Trapez ist, und be-
rechnen Sie das Volumen des Koérpers K.

(3) Berechnen Sie den Winkel zwischen A>A3; und A.B,.

Der Korper K ist Teil eines mathematischen Modells eines Architekturblros zur
Planung eines neuen Hotels, das aus drei Geb&uden bestehen soll, die jeweils
die gleiche Form besitzen (siehe Abbildung 2). Durch den Kérper K wird Gebau-
de I modelliert, die Gebaude // und /1 sind gegenluber Gebaude / jeweils um 120°
gedreht. Alle drei Gebaude stehen so aneinander, dass sie einen dreieckigen In-
nenhof bilden. In der Modellierung liegt dieser Innenhof in der x;x,-Ebene.
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1.1 Aufgaben 13

Abb. 2
Die nebenstehende Abbil-
dung 3 zeigt das Modell des
Hotels von oben.
11 11
o\ S Xo
Ayl i |As
i
X1 J’
Abb. 3
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1.1 Aufgaben 14

b) Der Innenhof A;AsP hat die Form eines gleichseitigen Dreiecks.

1) Ermitteln Sie rechnerisch die Koordinaten des Punktes P.

Zur Kontrolle: P <f2~g75‘o‘o) ~ P(—5,77/0|0)

2) Berechnen Sie den Abstand von A, zum Koordinatenursprung O(0|0|0).

c) 1) Begrinden Sie, dass es sich bei

50 0 —40
E:X=|_-5|+r-|10|+s-| 10 |, r,seR,
0 0 30

um die Ebene handelt, in der die Flache A1A>B.B; liegt.

2) Inder Mitte des Innenhofs steht ein Mast, dessen Spitze im Punkt S(0|0|35)
liegt. Zu einem bestimmten Zeitpunkt steht die Sonne so, dass die Sonnen-
strahlen die Richtung

6
r=1|o0
-2

besitzen. Untersuchen Sie, ob der Schatten der Spitze des Masts zu diesem
Zeitpunkt innerhalb der Flache A1A.B,B; liegt.
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1.1 Aufgaben 15

Stochastik

Aufgabenstellung:

Ein Team eines Instituts fir Tourismus fuhrte bei 10 000 Personen aus einer Regi-
on, die im Jahr 2019 Urlaub gemacht hatten, eine reprasentative Befragung durch.
Im Folgenden beziehen sich alle Aussagen und Fragestellungen auf diese Regi-
on. Von den Befragten wurde fur jede Urlaubsreise ein Fragebogen ausgefullt, mit
dem u. a. ermittelt wurde, mit welchen Verkehrsmitteln sie zu welchen Reisezielen
angereist waren.

Dabei ergab sich folgendes Bild: 26% der Urlaubsreisen gingen ins Inland (kurz:
Inlandsreisen), davon wurde in 16% der Falle die Bahn zur Anreise genutzt. Unter
den Urlaubsreisen ins Ausland (kurz: Auslandsreisen) erfolgte die Anreise in 10%
der Falle mit der Bahn.

Diese Prozentsatze werden im Folgenden als Wahrscheinlichkeiten fir die ent-
sprechenden Ereignisse verwendet.

a) (1) Stellen Sie die Situation in einem beschrifteten Baumdiagramm dar.

(2) Bei einer Urlaubsreise im Jahr 2019 wurde die Bahn zur Anreise genutzt.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass es sich um eine Inlandsreise
handelte.

b) Die Befragung soll ergdnzt werden. Dazu werden 20 der Fragebdgen zu den
Urlaubsreisen zuféllig ausgewahlt, um mit den Befragten Interviews zu flhren.
Die ZufallsgréBBe X gibt die Anzahl der Inlandsreisen unter den 20 Urlaubsrei-
sen an.

(1) Erlautern Sie, warum flr 0 < k < 20 zur Berechnung von P(X = k) in guter
Naherung eine Binomialverteilung verwendet werden kann.

(2) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass von den 20 Urlaubsreisen
mindestens sechs Inlandsreisen sind.

(3) Bestimmen Sie fur die 20 Urlaubsreisen die Wahrscheinlichkeit, dass die
Anzahl der Inlandsreisen in der 20-Umgebung um den Erwartungswert von
X liegt.

c) Bestimmen Sie, wie viele Fragebdgen mindestens ausgewahlt werden mis-
sen, damit mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 99% auf mindestens
funf der Fragebdgen angegeben wird, dass eine Auslandsreise erfolgte.

d) Das Team des Instituts fur Tourismus hat den Eindruck, dass sich in der Region
der Anteil der Inlandsreisen im Jahr 2022 im Vergleich zum Jahr 2019 erhdht
hat. Um dies zu untersuchen, erfasst das Team fir 100 Reisen aus dem Jahr
2022, ob es sich um eine Inlands- oder Auslandsreise gehandelt hat.

Bei 34 oder mehr Inlandsreisen geht das Team davon aus, dass sich der Anteil
der Inlandsreisen erhdht hat.
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1.1 Aufgaben 16

(1) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass das Team félschlicherweise
davon ausgeht, dass sich der Anteil der Inlandsreisen erhéht hat, obwohl
der Anteil unveréndert geblieben ist.

(2) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass das Team von einem unver-
anderten Anteil von Inlandsreisen ausgeht, wenn dieser Anteil tatsachlich
aber auf 30% gestiegen ist.
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1.2.1

1.2 Lédsungen 17

Losungen

Priifungsteil A

Lésung:

a) (1) Um die gemeinsamen Punkte zweier Funktionen zu bestimmen, setzen wir [u] [u]
die beiden Funktionsgleichungen gleich und bestimmen die Lésung der -
Gleichung: : '

. [=]:
fix)=9g(x) = x3—6x2+3x+10 = —6x+10 |—(—6x+10) Schnittpunkte

IEN x3 — 6x2 +9x

0 | ausklammern

& x-(x2-6x+9) 0

Nach dem Satz vom Nullprodukt ist ein Produkt Null, wenn einer der Fak-
toren Null ist. In diesem Fall ist also entweder x = 0 oder x> — 6x + 9 = 0.
Far die zweite Gleichung, nutzen wir die pg-Formel:

2
xX2-6x+9=0 = x —?61 (—6> -9

= 3+V32-9
= 3+v/9-9
3

Die gesuchten Stellen’, an denen die Graphen gemeinsame Punkte besit-
zen, lauten x = 0 und x = 3.

Damit der Graph von g eine Tangente von f im Punkt P ist, muss der Punkt
P auf beiden Graphen liegen und beide Graphen missen in diesem Punkt
dieselbe Steigung besitzen.

Wir bendtigen daher zunéchst die Ableitungsfunktionen:

gx)=-6

fi(x)=3x2—12x +3
Die Steigung von g ist konstant und betragt g’(3) = m = —6, da g eine
Gerade ist. An der Stelle x = 3 hat die Funktion f die Steigung:

f(8) = 3.-32-12.3+3

27 — 36 +3
= —6 v

Somit ist der Graph von g die Tangente von f im Punkt P.

'Stelle = x-Koordinate | Punkt = x- und y-Koordinate

© StudyHelp GmbH | Kundenidentifikationsnummer: e4ujK2Z

Satz vom
Nullprodukt

Tangente


https://stdy.help/r/60fd3a1c9c
https://stdy.help/r/07693ebf53
https://stdy.help/r/ea97a0a91a
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b) (1) Um die Nullstellen einer Funktion zu berechnen, setzen wir den Term gleich E|

Null und 16sen nach der Unbekannten (hier x) auf:

f(x) =

0

= 3&x?-12 = 0 [+12
& 3x? = 12 |+3
& x* = 4 |/
& X = £2

Die Nullstellen liegen bei x = —2 und x = 2.

Bei dem Graphen der Funktion handelt es sich um eine Parabel. Wir wissen
zudem aufgrund des positiven Vorzeichens von 3x?, dass die Parabel nach
oben gedffnet ist und der Tiefpunkt bei —12 liegt. Zwischen den beiden

Nullstellen x = —2 und x = 2 wird somit eine Flache unterhalb der x-Achse

vom Graphen von f eingeschlossen.

Der Flacheninhalt 1&sst sich mittels der Integralrechnung bestimmen:

Da die Flache unterhalb der x-Achse liegt, ergibt das Integral einen negati-
ven Wert. Den Flacheninhalt erhalten wir durch Verwendung der Betrags-
striche: | — 32|

2
J f(x) dx

-2

=32 FE.

2
[ 3x2 — 12 dx
2

3-1-x3—12-x

3
28 _12.2 -
8- 24— (-
—32

2

-2

8 +24)

(-2)° —12-(-2))

Um zu zeigen, dass die angegebene Funktionsgleichung die Ableitungs-

funktion beschreibt, leiten wir f(x) ab.

Produktregel:

Mit u(x)

© StudyHelp GmbH | Kundenidentifikationsnummer: e4ujK2Z

=x2 = U'(x) =

f(x) = u(x) - v(x) — f'(x) = d'(x) - v(x) + u(x) - v'(x)
2x und v(x) = e¥ — V/(x) = e folgt:
fix) = (x2-e)

= 2x-eX+x?%. ¢
= xX-(2+x) €&

X-(x+2)-& V

Gleichung
I6sen

Stamm-

Flache
Graph und
x-Achse
G0
[=] :
Produktregel
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1.2 Lédsungen 19

(2) Fur die potentiellen Extremstellen benétigen wir die Nullstellen der Ablei-
tungsfunktion, welche in (1) bereits gegeben und von uns gezeigt wurde.
Mit Hilfe des Satzes vom Nullprodukt kénnen wir die Nullstellen sofort ab-
lesen, denn die Exponentialfunktion e* wird flr kein x € R Null. Also sind
x =0undx +2 =0 < x = —2 moglichen Extremstellen.

Um zu prufen, ob es sich tatsdchlich um Extremstellen handelt und ob es
sich dabei um Hoch- oder Tiefpunkte handelt, kbnnen wir das Vorzeichen-
wechselkriterium anwenden. Liegt an den Stellen ein Vorzeichenwechsel
der Steigung vor, so liegt tatsachlich eine Extremstelle vor. Wir benétigen
also die Steigung an einer Stelle vor x = —2, eine zwischen den Kandidaten
far die Extremstellen und eine Stelle nach x = 0:

X -3 | -2 —1 0 1
f'(x) 3-e®/ 0|-1-e'[0[3-¢

Vorzeichen + 0 — 0 +

Wir sehen, dass an der Stelle x = —2 ein Wechsel von positiver zu negati-
ver Steigung vorliegt. Dabei handelt es sich also um ein lokales Maximum.
An der Stelle x = 0 liegt ein Wechsel von negativer zu positiver Steigung
vor, also handelt es sich bei x = 0 um ein lokales Minimum.

Alternativ hatten wir die Aufgabe auch mit der hinreichenden Bedingung
|6sen kénnen. Dafur hatten wir allerdings die zweite Ableitung bilden muis-
sen.

d) (1) Um zu prifen, ob ein Punkt auf einer Geraden liegt, setzen wir die Gera-
dengleichung gleich dem Punkt und prifen, ob der Parameter der Geraden
fur alle Koordinaten denselben Wert ergibt:

4 2 1 4 = 2+1-s & s = 2 Punktprobe
o= 3 |+s-|0]= 0 = 3+0-s < 0 = 8 ¢4
0 -7 5 0 = -7+5-5s & s = 1

Betrachten wir die zweite Zeile, so sehen wir bereits, dass die Gleichung
0 = 3+s-0 = 3 nicht lésbar ist. Damit kann der Punkt A nicht auf der
Geraden g liegen.

(2) Zuerst stellen wir eine Geradengleichung_fgr h in Abhangigkeit von b auf.
Daflir nehmen wir & als Stiitzvektor und ab als Richtungsvektor:

4 5 4 4 1
h:Xx=1o0o|+r- 11-10 =|lo|+r-|1],reRr
0 b 0 0 b
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1.2 Lédsungen 20

Um die Geraden auf gemeinsame Punkte zu untersuchen, setzen wir beide
Gleichungen gleich:

2 1 4 1
3 |+s-|o|=]0|+r-|1
7 5 0 b

Jede Koordinate liefert uns nun eine Gleichung. Wir erhalten somit ein LGS
mit 3 Unbekannten und 3 Gleichungen:

I: 2+s = 4+r
Il 3 =r
: —-7+5s = rb
r=3inl: 2+s = 4+3
& s =5
r=3,s=5inlll: -7+5-5 = 3b
& 18 = 3b |:8
& 6 = b

Fur b = 6 haben die Geraden g und h einen gemeinsamen Punkt.

e) (1) Der Erwartungswert einer Verteilungsfunktionen ist stets der héchste Punkt
des Histogramms. Mit Hilfe des Erwartungswertes lassen sich somit die
Graphen den Wahrscheinlichkeiten zuordnen. Daflr bestimmen wir zuerst
alle Erwartungswerte Uber die Formel ;o =n-p mit n = 10:

n-p;=10-02=2  Abb.1-3: pu=2 = Il =p;
n-p,=10-04=4 = Abb.1-1: pu=4 = |- p,
n-ps=10-08=8  Abb.1-2: u=8 = Il —ps

(2) Die betrachtete ZufallsgréBe X ist binomialverteilt mit n = 10. Bei die-
ser kdnnen wir nicht wirklich rechnen, sondern missen mithilfe des Hi-
stogramms die Wahrscheinlichkeiten ndherungsweise ermitteln.

(i) Far die gesuchte Wahrscheinlichkeit summieren wir alle Einzelwahr-
scheinlichkeiten mit k < 2. Die Einzelwahrscheinlichkeiten kbnnen wir
aus dem Graphen ablesen:

P(X <2)=P(X =0)+P(X =1)+P(X =2)
~ 0,03 +0,12+0,24
- 0,38
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(i) Die einzige Wahrscheinlichkeit, die im Histogramm fehlt, ist fur k = 3.
Wir wissen, dass die Summe aller Einzelwahrscheinlichkeiten stets
100% ergeben muss. Wenn wir von den 100% sowohl P(X < 2), als
auch P(X > 4) abziehen, so erhalten wir den gesuchten Wert P(X =
3). Da P(X > 4) ~ 0,35 bereits in der Aufgabe gegeben ist, folgt:

P(X =3)=1—(P(X <2)+P(X > 4))
~1— (0,38 +0,35)
= 0,27
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Priifungsteil B

Analysis

Losung:

a) (1)

Da die Funktion g und ihre Ableitungsfunktion q’ sich nur auf ein Vorzei-
chen unterscheiden, folgt aus einem umgekehrten Vorzeichen die einzige
Transformation.

Betrachten wir einen Punkt (z.B. (1|1)) und &ndern lediglich das Vorzeichen
der y-Koordinate, so spiegeln wir den Punkt an der x-Achse (z.B. (1| —1)).
Der Graph von q’ geht also durch Spiegelung von g an der x-Achse hervor.

Laut Aufgabenstellung haben die beiden Funktionsgraphen genau einen
Schnittpunkt und dieser liegt auf der y-Achse. Da die Funktion p ein Poly-
nom ist, kénnen wir den y-Achsenabschnitt sofort ablesen: S(0]1).

In diesem Punkt sollen beide Funktionsgraphen eine gemeinsame (= iden-
tische) Tangente besitzen. Eine Gerade (und somit auch eine Tangente)
wird eindeutig Uber ihre Steigung und einen Punkt auf der Geraden de-
finiert. Damit also bei beiden Funktionen im Schnittpunkt die Tangenten
identisch sind, bendétigen beide lediglich die selbe Steigung im Schnitt-
punkt. Dafiir bestimmen wir zuerst die beiden Ableitungsfunktionen:

—1

p/(X) = —2x—1 x=0 einsetzen:; ,O/(O) = —2-0-1
_>
qi) = e qo) = e = -

Somit haben beide Funktionen im Punkt S dieselbe Tangente mit der Stei-
gung m = —1. Da der Schnittpunkt auf der y-Achse liegt, muss er auch
y-Achsenabschnitt der Tangente sein. Somit folgt sofort die gesuchte Tan-
gentengleichung:

y=-—x+1

Das Integral Iasst sich mit Hilfe des Taschenrechners bestimmen:

2 2
/(q(x)—p(x)) dx=/(e"+x2+x—1)dx= %—e‘2%3,53
0 0

Die Flache, welche von den Graphen der Funktionen g(x) und p(x) sowie
der Geraden mit der Gleichung x = 2 eingeschlossen wird, hat einen Fl&-
cheninhalt von ca. 3,53 FE.

Da wir die Flache berechnen sollen, die der Graph mit der x-Achse ein-
schliel3t, bendtigen wir zuerst die Nullstellen der Funktion. Diese lassen
sich mit Hilfe des Taschenrechners bestimmen:

—(vV5—1) V5 + 1

h(X);0:>X=TVX= 5
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(3)

Nachdem wir die Grenzen des Integrals ermittelt haben, kénnen wir mit
Hilfe des Taschenrechner den Wert bestimmen. Um sicherzugehen, dass
das Ergebnis positiv ist (ein Flacheninhalt ist immer positiv), nehmen wir
dabei den Betrag des Integrals:

V541 V5+1

2 2
A= / h(x) dx| = / (x2—x—1)-e*dx|~ 1,28 FE
*(\/25*1) *(\/25*1)

Far die Extrempunkte bendtigen wir zun&chst die Ableitungsfunktion A’(x).
Die Ableitungsfunktion lasst sich mit Hilfe der Produkt- und Kettenregel
bestimmen:

Hix) = (X*—x—1)-e7)
(

= (—x?+3x)-e¥

= X-(—x+3)-e*

Die Nullstellen der Ableitungsfunktion lassen sich mit Hilfe des Satzes vom
Nullprodukt sofort ablesen. Da die Exponentialfunktion fur kein x € R Null
wird, bleiben als Nullstellen x =0 und —x +3 =0 < x = 3.

Der Aufgabenstellung nach existieren genau zwei Extremstellen. Also mis-
sen die beiden Lésungen nicht weiter untersucht? werden. Wir setzen die
beiden Werte in die ursprungliche Funktion und erhalten die zugehdérigen
y-Koordinaten:

hO) = (02-0—1)-e° = —1
h(8) = (32-3—-1)-e® = 5¢3

Damit folgen die beiden Extrempunkte E;(0| — 1) und E»(3|5e73).

Den Abstand der beiden Extrempunkte kénnen wir mit dem Satz des Py-
thagoras berechnen. Die Bewegungen entlang der Achsen ergeben die
Katheten und die direkte Verbindung die Hypotenuse eines rechtwinkligen
Dreiecks. Fir den Abstand folgt dann:

d=/(x2—x1)2+ (Y2 — y1)?
= V(B-07+(Be 3 — (1)
~ 3,25 LE

Wir bestimmen zunéchst die Flache des Rechtecks mit der Formel A = a-b,
wobei a und b die Seitenlangen des Rechtecks beschreiben. Da die beiden
Extrempunkte T und H aus der b) (2) zwei gegenulberliegende Eckpunkte

2mit der hinreichenden Bedingung f”(x) # 0
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beschreiben, sind die Seitenlangen, wie in der Teilaufgabe davor im Drei-
eck, die Abstdnde entlang der Achsen.

h(x)
14 Es folgt:
Q H Sl
_ -3
X A=(3-0)- (5% —(-1))
1 2 3 =15e3+3
~ 3,75 FE
T P

Die dunkelgraue Flache lasst sich mit Hilfe der Integralrechnung bestim-
men. Die Flache wird begrenzt durch die Funktion h, die Gerade x = 3
(rechte Integrationsgrenze) und der Geraden y = —1.

Mit Hilfe des Taschenrechners erhalten wir somit:

3
/(h(x) (1)) dx =3 — 12e~% ~ 2,40 FE
0

Um letztendlich auf den Anteil zu kommen, bestimmen wir den Quotienten
aus Teilflache zur Flache des Rechtecks:
3—-12e3
15e—23+3

Die graue Flache nimmt einen Anteil von etwa 64,1% an der Rechteckfla-
che ein.

~ 0,641

Die Funktion w gibt die momentane Durchflussrate in Kubikmetern pro Se-
kunde an. x ist die vergangene Zeit in Sekunden nach Beobachtungsbe-
ginn. Wenn die Zeit jetzt unendlich gro3 wird (also x — o) verlauft die
Exponentialfunktion (e™) schneller gegen Null als die Polynomfunktion
(4 - (x2 — x — 1)) gegen unendlich:

lim4.- (x> -x—1)-e*+4 -0
~~

X—00 ~ Z

—00 —0
>

-~

—0

Die momentane Durchflussrate néhert sich langfristig ¢ = 4"‘?3 an.

Die mittlere Anderungsrate der Funktion w im Intervall [0; 10] entspricht der
Steigung durch die beiden Punkte Py(0|w(0)) und P1o(10|w(10)):

_ w(10) — w(0)
~ 10-0

© StudyHelp GmbH | Kundenidentifikationsnummer: e4ujK2Z

zwischen
Funktionen

mittlere
Anderungs-
rate


https://stdy.help/r/3bc43dd51a
https://stdy.help/r/a077a50939

1.2 Lédsungen 25

Diesen Ausdruck setzen wir gleich mit der Ableitungsfunktion
wix)=4-xX®—x—1)-e* - (-1)+4-(2x —x)-e*
=4 . (x*-x—1-2x+x)-e*
=—4.(x*-2x—-1)- e~
und bestimmen die Lésungen mit Hilfe des Taschenrechners:

w'(x) I W(1103 : (v)v(O)

Nach etwa 0,04 bzw. 2,551 Sekunden nach__Beobachtungsbeginn ent-
spricht die Steigung der durchschnittlichen Anderungsrate im Intervall
[0;10].

(3) Die starkste Abnahme der Funktion w in den ersten 10 Sekunden nach
Beobachtungsbeginn, entspricht dem Minimum der Ableitungsfunktion (=
Wendestelle) in dem Intervall [0; 10]. Bei dieser Aufgabe missen wir keine
Berechnung vornehmen und kénnen anhand der Abbildung 2 argumentie-
ren.

Der graphischen Analyse der Ableitungsfunktion entnehmen wir, dass die
starkste Abnahme ungeféahr 4,3 Sekunden nach Beobachtungsbeginn auf-

tritt. Diesen Wert setzen wir in die urspriingliche Funktion ein, um die mo-
mentane Durchflussrate zu diesem Zeitpunkt zu bestimmen:

w(4,3) ~ 4,72

Die momentane Durchflussrate fur denjenigen Zeitpunkt in den ersten zehn
Sekunden nach Beobachtungsbeginn, zu dem sie am starksten abnimmt,
betragt etwa 4,72"‘?3.

(4) (i) Die gesamte Wassermenge lasst sich mit Hilfe des Integrals bestim-
men. Da die gesamte Wassermenge der ersten zwei Sekunden nach
Beobachtungsbeginn bestimmt werden soll, bestimmen wir das Inte-
gral mit den Grenzen 0 und 2. Die Berechnung erfolgt mit Hilfe des

& x ~ 0,04V X~ 251

Taschenrechners: Funktionen
2 im
/W(X) dx =8 — 24e72 ~ 4,75 Sach-
Zzusammen-

0
In den ersten zwei Sekunden nach Beobachtungsbeginn flieBen etwa
4,75 m® Wasser an der Messstelle vorbei.
(ii) Wir suchen ein Intervall [t; t + 3], was einen Zeitraum von 3 Sekunden
beschreibt und flr dass das Integral den Wert 13 ergibt. Der Taschen-
rechner liefert die méglichen Werte:

hang

t+3
/w(x)dx:13<:>m_1,25vmo,82vm4,43
t

Der erste Wert ist negativ und ist somit nicht Teil der Definitionsmenge.
Somit erhalten wir die beiden Zeitrdume [0,82; 3,82] und [4,43; 7,43].
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Geometrie

Losung:

a) (1)

Da die Vierecke A1A>A3A4 und B1B>BsB4 Rechtecke sind und die Vierecke
A-A3B3B, und A1A4B4B; parallel zur x1x3-Ebene liegen, muss das Viereck
A1A>B>B; ebenfalls ein Rechteck sein.

Da in einem Rechteck gegenuberlie-

gende Seiten gleichlang und parallel
T sind, erhalten VMJ, indem wir von
B, in Richtung A,A; gehen:

31 = BQ +A2A1

: 10 50 50

=[5 |+|]|-5|-]|5

------ A’ 2 30 0 0

10 0 10

=|5|+|-10|=]-5
Ak,

AA; A2 30 0 30

Der gesuchte Punkt ist B;(10| — 5|30).

Ein Trapez ist ein Viereck, bei dem zwei Seiten parallel verlaufen. Aus dem
Schaubild kénnen wir erkennen, dass A,A; und B,Bj; parallel sein missen.
Diese Annahme kdnnen wir rechnerisch prifen, indem wir die Vektoren
entlang der Seitenkanten bestimmen:

o @ 50 @—50 /78 1

AA; = 5 |-|[5] = 0 = (T_5O>' 0
0 0 0 0

_ @ 10 @_10 V75

B:Bs = 5 - 15 = 0 = (T—m)-
30 30 0

Da die Richtungsvektoren Vielfache voneinander sind, verlaufen sie paral-
lel zueinander.

Das Volumen eines Kérpers errechnet sich allgemein durch eine Grund-
seite multipliziert mit der Héhe. In diesem Fall bietet es sich an, als Grund-
flache die Seitenflache zu nehmen, die dem Flacheninhalt eines Trapezes
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entspricht. Die Flache eines Trapezes mit den Grundseiten (= parallelen
Seiten) a und ¢ sowie der H6he h berechnet sich nach der Formel

A= % -(@+c)-h
Die Langen der Seitenkanten kénnen wir aus der vorherigen Berechnung
ablesen, da wir die Seitenkanten Uber ein Vielfaches eines Einheitsvektors
dargestellt haben. Damit ist die Lange gleich dem Betrag des Vorfaktors
aus der vorherigen Berechnung:

a=50—£ und b=10—£
3 3
Die Hohe ist genau der Hohenunterschied zwischen den beiden Recht- [a]F
ecken A1A»A3A4 und B1B,B3B,. Dieser entspricht der Lange der Strecke 3
A3B3 = 30 LE. Daraus folgt der Flacheninhalt:

_ _ [S]: ke
A= 1 . 50 — 75 +[10= 75 .30 Lange eines
2 3 3 Vektors
= <30 - %) -30 ~ 813,397 FE

Der Kérper K ist ein Prisma mit einem Trapez als Grundflache. Die Grund-
flache haben wir soeben berechnet und die Hohe des Prismas entspricht
der Lange der Strecke A,A; = 10 LE. Somit hat der Kérper K das Volumen:

Vi =813,397 -10 = 8133,97 VE
(3) Der Winkel zwischen zwei Vektoren berechnet sich Uber:
¢ =cos™" (—U. v )
|- V]

Wir bestimmen also die beiden Vektoren entlang der Seitenkanten

zwischen
\/ﬁ \/7—5 Vektoren
—_ 50 —— —50
SN 3 3
AAs = 5 —| 5 = 0
0 0 0
10 50 —-40
AB, = 51—-15 = 0
30 0 30
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und die zugehdérigen Langen:

AAs| = (@—50)2 - @—50
|A:Bs| = /(—40)2+302 = 50
Einsetzen in die Formel liefert den gesuchten Winkel:
V75 _ 50 —40
0 el O
0 30

cos(p) = < o ~ 36,87°

—
(Y5 — 50) - 50

b) (1) Wir sollen den Mittelpunkt des Dreiecks berechnen. Wir wissen, dass
das Dreieck gleichseitig ist und daher verlaufen die Symmetrieachsen je-
weils durch die Mitte einer Seitenkante und durch den gegentberliegenden
Punkt. Die Symmetrieachse durch die Kante AsA, entspricht der x;-Achse.
Der Mittelpunkt der Kante A3A, ist der Punkt M(¥Z5(0(0). Damit erhalten wir
eine Gerade, welche diese Symmetrieachse beschreibt:

V75 1

N 3

X = 0 +v-| 0 |;veR
0 0

Der Richtungsvektor ist negativ in x;-Richtung, da wir vom Mittelpunkt der
Strecke in die entgegengesetzte Richtung der x;-Achse laufen. Jetzt mus-
sen wir noch in Erfahrung bringen, wie weit wir diese Gerade ,entlang ge-
hen“ missen, um zum Punkt P zu kommen. Daflir bestimmen wir zunéchst
die Hohe des Dreiecks, welche sich um gleichseitigen Dreieck durch

a
h_é-\/§

berechnet. Die GréB3e a entspricht dabei der Lange einer Seitenkante, also
der Lénge der Strecke A3A,. Dies ist aber auch gleich der Lénge A A; (die
wir bereits berechnet haben), da das Viereck A1A>AzA, ein Rechteck ist.
Also ist a = 10 und daraus folgt flr die H6he:

h=§-\/§=5-\/§=\/75

Nun kénnen wir die Héhe gleich dem Parameter in der Geraden entlang
der Symmetrieachse setzen und erhalten den Punkt P:

V75 » 2V75
3 3
5 = O + Vv 75 . O = O
0 0 0
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Der Punkt P hat somit die Koordinaten (—@|O|O).

(2) Diese Aufgabe ist sehr einfach, da wir nur den Betrag eines Vektors be-

c) 1)

rechnen mussen. Der Abstand von A, zum Ursprung entspricht ndmlich
der Lange des Vektors dy:

V75
3 2

@4 =1| _5 :J(@) +(—5)2:1/¥:g\/§LE
0

Der Abstand von A, zum Ursprung betragt somit ca. 5,774 LE.

Wenn wir uns die Ebenengleichung anschauen, féallt sofort auf, dass der
Punkt A; als Ortsvektor verwendet wurde. Die beiden Richtungsvektoren
(= Spannvektoren) lassen sich wie folgt ermitteln:

0 -40
AiA2 =110 | undAiB2=| 10
0 30

Also befinden sich die_Euan und B, ebenfalls in der Ebene. Den Punkt
B erreichen wir Uber b, + AsA; und somit muss dieser Punkt ebenfalls Teil
der Ebene sein.

Damit haben wir gezeigt, dass alle vier Punkte innerhalb der Ebene (und
die Flache A1A.B2Bs) liegen.

Wir sollen prifen, ob der Schatten der Mastspitze innerhalb der Flache
A1A-B,B; liegt. Dazu muss der Schnittpunkt von der Geraden, die das
Licht beschreibt und der Ebene, die die Flache beschreibt, innerhalb der
beschriebenen Parameterbereiche liegen.

Die Geradengleichung des Lichts kénnen wir direkt aufstellen, da wir den
Stitzvektor S und den Richtungsvektor gegeben haben:

0 6
I:'X=]lol|+k-| 0| keRr
35 -2

In c) (1) haben wir die Ebenengleichung in Parameterform vorliegen. Fir
einen Schnittpunkt kdnnen wir die Parameterformen gleichsetzen oder wir
geben die Ebenengleichung in Koordinatenform an. Das ist oft der schnel-
lere Weg. Mit dem Normalenvektor

0 —40 3
n=]10| x| 10 [ =100-|0| =THeX=rnep
0 30 4
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folgt die Ebenengleichung

3 X4 3 50
= |(0]e[x|=]0]e|-5]|< 3x1 +4x3 = 150
4 X3 4 0

und jetzt setzen wir die Gerade in die Ebene ein:

3-6k+4-(35—-2k) = 150

N 10k +140 = 150 |— 140 Schnittpunkt

o 10k = 10 |+10 Gerade und
Ebene

& ko= 1

Den Schnittpunkt erhalten wir, indem der Parameter in die Gerade einge-

setzt wird:
0 6 6
s=|o0|+1 ol=1o0
35 -2 33

Da der Schnittpunkt S(6/0|33) eine gréBere xs;-Koordinate besitzt als die
héchsten Punkte der Flache (z.B. Bz mit x3 = 30), kann der Schatten nicht
innerhalb der Flache liegen.
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Stochastik

Lésung:

a) (1) Wir definieren uns zunachst geeignete Abkurzungen:

I: Inlandsreisen
Auslandsreisen

Anreise mit der Bahn

o ® >

Anreise ohne Bahn

Mit Hilfe der Informationen im Text kbnnen wir dann das Baumdiagramm
zeichnen. Da 26% der Reisen ins Inland gingen, missen 100% — 26% =
74% der Reisen ins Auslagen gegangen sein. Die anderen Wahrschein-
lichkeiten werden analog ermittelt:

Wenn wir eine Wahrscheinlichkeit berechnen sollen, bei dem eine Informa-
tion bereits gegeben ist, ist die bedingte Wahrscheinlichkeit gesucht. Wir
wissen, dass die Bahn genutzt wurde und suchen nun die Wahrscheinlich-
keit, dass es sich dabei um eine Inlandsreise handelte. Mit dem Satz von
Bayes und den Einzelwahrscheinlichkeiten aus dem Baumdiagramm folgt:

Psl(l) = P(BNI) _ P(l) - P/(B)
YT TPB) T P(l)-Pi(B) + P(A) - Pa(B)
_ 0,26-0,16
~ 0,26-0,16+0,74-0,1
~ 0,3599

die Wahrscheinlichkeit, dass die Bahn zur Anreise genommen wurde und
es sich um eine Inlandsreise handelte, liegt bei 35,99%.

Es wird nur noch nach ,Inlandsreise” und ,Auslandsreise” unterscheiden,
wodurch es nur zwei verschiedene Ergebnisse gibt. Wegen des im Ver-
gleich zur Grundgesamtheit (10 000) kleinen Strichprobenumfangs (20) ist
die Wahrscheinlichkeit fir eine Inlandsreise nahezu konstant. Daher kann
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fir 0 < k < 20 zur Berechnung von P(X = k) in guter Naherung eine
Binomialverteilung verwendet werden.

Die Auswahl der 20 Fragebégen aus den 10000 befragten Personen ent-
spricht dem Ziehen ohne Zurlcklegen. Daher andert sich streng genom-
men die Wahrscheinlichkeit von Zug zu Zug. Jedoch ist die Grundgesamt-
heit von 10 000 so hoch, dass sich diese Veranderung fast nicht bemerkbar
macht.

Die ZufallsgréBe X beschreibt die Anzahl der Inlandsreisen unter den 20
Urlaubsreisen. Sie ist binomialverteilt mit n = 20 und p = 0,26. Mit Hilfe des
Taschenrechners folgt:

P20;0,26(X Z 6) ~ 0,4235 = 42,35%

Die Wahrscheinlichkeit, dass von den 20 Urlaubsreisen mindestens sechs
Inlandsreisen sind, betragt 42,35%.

Um das zu betrachtende Intervall zu bestimmen, benétigen wir zun&chst
den Erwartungswert und die Standardabweichung:

1=20-0,26=52
und o =+/20-0,26-0,74 ~ 1,962

Daraus folgt das Intervall [u — 20; u + 20] ~ [2;9]. Im Sachzusammen-
hang machen naturlich nur ganzzahlige Werte Sinn, so dass wir hier auf
ganzzahlige Werte runden. Der Taschenrechner liefert uns die gesuchte
Wahrscheinlichkeit:

P2o0.26(2 < X < 9) =~ 0,9622 = 96,22%

c) Wir definieren eine neue Zufallsvariable Y, die beschreibt, auf wie vielen Fra-
gebdgen eine Auslandsreise angegeben wurde. Y wird als binomialverteilt mit
unbekanntem n und einer Wahrscheinlichkeit von 0,74 fiir eine Auslandsreise
angenommen. Gesucht ist der kleinste Wert n, sodass gilt:

Pn;0,74(Y Z 5) 2 0599 ?

Die Bestimmung von n erfolgt durch systematisches Probieren:

Pgo7a(Y >5) ~ 0,9429 < 0,99
Pioosa(Y >5) ~ 09761 < 0,99
Pi1074(Y > 5) ~ 0,9905 > 0,99

Hieraus ergibt sich, dass mindestens 11 Fragebdgen ausgewahlt werden mus-
sen, um mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 99% flinf Fragebbgen zu
erhalten, auf denen eine Auslandsreise angegeben wurde.
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d) (1) Die Zufallsvariable Z gibt die Anzahl der Inlandsreisen fur das Jahr 2022

an. Sie ist binomialverteilt mit n = 100 und p = 0,26. Hier hat sich also
nichts geéndert.

Die betrachtete Stichprobe soll nun 34 oder mehr Inlandsreisen enthalten.
Die Wahrscheinlichkeit daftr, liefert der Taschenrechner:

P100:0.26(Z > 34) ~ 0,0465 = 4,65%

Somit betragt die Wahrscheinlichkeit, dass das Team sich irrt, bei 4,65%.

Es gilt nunp = 0,3 und n = 100.

Da das Team von einer unveranderten Anzahl von Inlandsreisen ausgeht,
sind in der Stichprobe héchstens 33 Inlandsreisen enthalten. Es ist also zu
berechnen:

P100;0,3(Z S 33) ~ 0,7793 = 77,930/0
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