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1 Abi Klausur 2024

1.1 Aufgaben

1.1.1  Priufungsteil A

Flr das Prifungsjahr 2024 war der Prifungsteil A wie folgt aufgebaut:

+ Pflichtaufgaben:
Es wurden 6 Aufgaben gestellt, die alle bearbeitet werden mussten.

« Wahlpflichtaufgaben:
Es gab 6 Aufgaben zur Auswahl, von denen 2 bearbeitet werden mussten.

Bei der Bearbeitung der Aufgaben durfen keine Hilfsmittel verwendet werden.

* Arbeitszeit: max. 60 Minuten
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Pflichtaufgaben
Die folgenden sechs Aufgaben mussen alle bearbeitet werden.

Aufgabe 1:

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = (1

2

2 1 7 2x+1
X2 —3x—1)-e¥ xeR.

a) Weisen Sie nach: f'(x) = (x2 — 4) - e+,

b) Untersuchen Sie die Funktion f auf lokale Extremstellen.

Aufgabe 2:
Gegeben ist die Schar der in R definierten Funktionen f, mit f(x) = ax® + ax? und
acR a>0.

a) Geben Sie den Wert von a an, sodass der Punkt (1|6) auf dem Graphen von
f, liegt.

b) Berechnen Sie in Abhangigkeit von a den Inhalt der Flache, die der Graph
von f; mit der x-Achse einschlief3t.

Aufgabe 3:
1 0 1

Gegeben istdie Ebene E: X = | —2 | +r-| 2 | +s-|1],r,seR.
3 4 1

a) Ermitteln Sie eine Gleichung von E in Koordinatenform.
[Mégliche Lésung: E: —3 - X1 +2 - X2 + X3 = —4.]

b) Berechnen Sie die Koordinaten des gemeinsamen Punktes der Ebene E und

1 -3
derGeradeg: X = | —2| +t-| 2 |, teR.
-3 1

Aufgabe 4:

Ein Glucksrad ist in 20 gleich gro3e Sektoren unterteilt, die jeweils entweder blau
oder gelb eingefarbt sind. Das Glicksrad wird 100-mal gedreht. Die binomialver-
teilte ZufallsgréBBe X beschreibt, wie oft dabei die Farbe ,Blau®, die binomialver-
teilte ZufallsgréB3e Y, wie oft dabei die Farbe ,Gelb” erzielt wird.

a) Begrinden Sie, dass X und Y die gleiche Standardabweichung haben.

b) Der Erwartungswert von X ist ganzzahlig. Die Abbildung zeigt Werte der
Wahrscheinlichkeitsverteilung von X.
Bestimmen Sie die Anzahl der blauen Sektoren des Gllicksrads.
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Wahlpflichtaufgaben

Von diesen sechs Wahlpflichtaufgaben missen zwei beliebige Aufgaben bear-
beitet werden.

Aufgabe 5:

Gegeben ist fiir jede positive reelle Zahl a die in R definierte Funktion g, mitg,(x) =
a-x2.

Abbildung 1 zeigt den Graphen von 9; sowie die Tangente t an den Graphen von
g; im Punkt (4|g%(4)).

a) Geben Sie anhand Abbildung 1 eine Gleichung der Tangente t an.

b) Weisen Sie nach, dass fir jeden Wert u € R die Tangente an den Graphen
von g, im Punkt (u|ga(u)) die y-Achse im Punkt (0| — ga(u)) schneidet.

Aufgabe 6:
Betrachtet wird die Schar der in R definierten Funktionen h, mit h,(x) = x - e#* und
a € R,a #0. Furjeden Wert von a besitzt die Funktion h, genau eine Extremstelle.
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a) Begrinden Sie, dass der Graph von h, fir x < 0 unterhalb der x-Achse
verlauft.

b) Die Abbildungen 2 und 3 zeigen jeweils einen Graphen der Schar. Einer der
beiden Graphen gehdrt zu einem positiven Wert von a.
Entscheiden Sie, welcher Graph dies ist, und begrinden Sie lhre Entschei-
dung.

/1l

Aufgabe 7:
Gegeben ist die Schar der Ebenen E,: 2ax; — 4x. + (a — 2)x3 = 12 mita € R.

a) Ermitteln Sie denjenigen Wert von a, fir den E, parallel zur Gerade mit der
0 —1
Gleichung X = | 1| +b-| 0 | und b € R verlauft.

1 1

b) Prifen Sie, ob die Ebene mit der Gleichung 6x; — 8x, + x3 = 24 zur Schar
gehdrt.

Aufgabe 8:

Die Punkte B(4|3|12) und C(2|4|10) sind Eckpunkte eines Parallelogramms ABCD,
dessen Diagonalen sich im Punk M(3|2|1) schneiden.

a) Verschiebt man jeden der Punkte A, B, C, D und M parallel zur x3-Achse
in die x1x2-Ebene, so ergeben sich die Punkte A, B', C’, D’ bzw. M. Das
Viereck AB'C’D’ ist ein Parallelogramm, dessen Diagonalen sich im Punkt
M’ schneiden.

Zeichnen Sie AB’C’D’ und M’ in Abbildung 4 ein.
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y
X
-5 -4 -3 -2 1 1 2 3 4 5

1 2
b) Berechnen Sie den Wert des Skalarprodukts CMoCB = —2]o| -1 |und

-9 2
beurteilen Sie, ob der Winkel zwischen den Vektoren CM und CB kleiner ist

als 90°.
Aufgabe 9:

Abbildung 5 zeigt den Graphen der Dichtefunktion einer normalverteilten Zufalls-
gréBe X mit dem Erwartungswert 20.
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a) Geben Sie die Wahrscheinlichkeit dafir an, dass X den Wert 14 annimmt.

b) Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit fir das Ereignis

E: ,X nimmt einen Wert an, der um mehr als 2 von 20 abweicht".

Erlautern Sie die Uberlegungen, die zur folgenden Bestimmung der gesuch-
ten Wahrscheinlichkeit fuhren:

P(18 < X < 20) ~ 2 - 0,06 = 0,12; Somit gilt: P(E) ~ 1 -2 - 0,12 = 0,76.

Aufgabe 10:

Ein Tetraeder, das mit den Augenzahlen 1, 2, 3 und 4 beschriftet ist, wird zum
Wirfeln verwendet. Das Tetraeder wurde so manipuliert, dass die Augenzahlen
nicht alle mit der gleichen Wahrscheinlichkeit auftreten.

a) Die Augenzahl 4 tritt mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,1 auf.
Beschreiben Sie in diesem Kontext ein Ereignis, dessen Wahrscheinlichkeit
mit dem folgenden Ausdruck berechnet werden kann:

0,90 + (110) .0,1".0,9° + (120) .0,12.0,9®

b) Mit dem Tetraeder wird dreimal gewurfelt. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung
der Zufallsgré3e X: ,Anzahl der Einsen“ ist in der folgenden Tabelle darge-
stellt:

k 0 1 2 | 3
8

= 27 | 54 | 36
P(X=K) | 25 | 125 | 125 | 75

Berechnen Sie den Erwartungswert der Zufallsgré3e X und die Wahrschein-
lichkeit fir das Auftreten der Augenzahl 1.
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1.1.2 Prifungsteil B

Bei der Bearbeitung der Aufgaben dirfen Hilfsmittel (GTR, Mathematische For-
melsammlung, Wérterbuch zur deutschen Rechtschreibung) verwendet werden.

* Arbeitszeit: mind. 300 Minuten
(je schneller du bei Prafungsteil A fertig bist, desto mehr Zeit bleibt fir diesen
Prifungsteil)
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Analysis

Aufgabe 1:

a) Ein mit Wasser befllltes Glas wird aus einem Kihlschrank genommen.
Die anschlieBende Entwicklung der Wassertemperatur infolge der héhe-
ren Raumtemperatur lasst sich mithilfe der in R definierten Funktion f: t —
25 — 20 - e 9914t modellhaft beschreiben. Dabei ist t die Zeit in Minuten, die
seit der Entnahme aus dem Kuhlschrank vergangen ist, und f(t) die Wasser-
temperatur in °C. Die Raumtemperatur betragt konstant 25 °C.

(1) (i) Geben Sie die Wassertemperatur zum Zeitpunkt der Entnahme aus
dem Kuhlschrank an.

(i) Bestimmen Sie den Zeitpunkt, zu dem die Wassertemperatur 12
°C betragt.

(2) (i) Bestimmen Sie die mittlere Anderungsrate der Wassertemperatur
innerhalb der ersten 30 Minuten.

(i) Geben Sie f(30) und die Bedeutung dieses Werts im Sachzusam-
menhang an.

(8) Ausgehend von einem beliebigen Zeitpunkt t* dauert es eine gewisse
Zeit, bis die Wassertemperatur den Mittelwert zwischen der Temperatur
zum Zeitpunkt t* und der Raumtemperatur angenommen hat. Zeigen
Sie, dass diese Zeitdauer unabhangig von t* ist.

Bei einem anderen Vorgang wird die Entwicklung der Temperatur von Was-
ser in einem zweiten Glas durch die in R definierte Funktion g: t — 5 +
20 - e 09141 modellhaft beschrieben. Dabei ist t die seit Beobachtungsbe-
ginn vergangene Zeit in Minuten und g(t) die Wassertemperatur in °C. Bei
dendurch f und g beschriebenen Vorgangen sind die durch t = 0 festgelegten
Zeitpunkte identisch.

(4) Beschreiben Sie, durch welche Transformationen der Graph von g aus
dem Graphen von f hervorgeht.

(5) Beurteilen Sie jede der folgenden Aussagen:

| Die Temperatur des Wassers im zweiten Glas nimmt wahrend des
gesamten Beobachtungszeitraums ab.

Il Fir beide Glaser stimmen zu jedem Zeitpunkt die Betrage der mo-
mentanen Anderungsraten der Wassertemperaturen tberein.

b) Gegeben ist die in R definierte Funktion h mit h(x) = (1 — x2) - . Der Graph
von h wird mit G, bezeichnet.

(1) Geben Sie den Grenzwert von h fir x — —oo an und begriinden Sie
Ihre Angabe anhand des Funktionsterms.
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Gy, schlief3t mit der x-Achse im ersten und zweiten Quadranten eine Flache
A ein.

(2) Die Gerade m verlauft parallel zur y-Achse durch den Hochpunkt
H(—1+v2|h(—1+v/2)) von G, und teilt die Flache A in zwei Teilflachen.
Berechnen Sie den Anteil, den die gréB3ere der beiden Teilflachen an
der Flache A hat.

(3) Es gibt eine Zahl b > 1, sodass die Flache, die G, die x-Achse und die
Gerade mit der Gleichung x = b im vierten Quadranten einschlie3en,
den gleichen Inhalt hat wie die Flache A. Bestimmen Sie b.

—1
Gegeben ist die fur x < —1 definierte Funktion k mit k(x) = [ h(t)dt. lhr

Graph wird mit G, bezeichnet. Die Abbildung zeigt G;, und Gy. Iéijrx — —00
kommt G der Geraden r mit der Gleichung y = —2 beliebig nahe.

(4) (i) Begrinden Sie mithilfe des Funktionsterms, dass k die Nullstelle
—1 besitzt und dass G im Bereich x < —1 unterhalb der x-Achse
verlauft.

(if)y Deuten Sie damit unter Verwendung der Abbildung den Wert —% in
Bezug auf Gy, geometrisch.

Die Funktion h gehért zur Schar der in R definierten Funktionen h, mit
ha(x) = % -(@a—x?)-e“und a > 0. Der Graph von h, wird mit Gy, bezeichnet.

(5) Begriinden Sie anhand des Funktionsterms, dass fir jedes a > 0 die
Funktionswerte von h, nur fir —v/a < x < v/a positiv sind.

(6) Es gibt einen Wert von a, sodass das Produkt der x-Koordinaten der
beiden Extrempunkte von Gy, gleich dem Produkt der y-Koordinaten
dieser beiden Punkte ist. Berechnen Sie diesen Wert von a.
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Geometrie

Aufgabe 1:

Gegeben sind das gerade Prisma ABCDEF mit den Eckpunkten C(0 | 0 | 0),
D(6]0]5),E(0|8|5)undF(0 |0 |5)sowie der Punkt M(3 | 4 | 5) (vgl. Abbildung
1).

X3
% E
; M
D :
,JI- ------------------- B—) X2
X1 ‘/A

a) 1) Berechnen Sie die GréBe des Innenwinkels des Dreiecks DEF bei D.
2) Berechnen Sie den Inhalt der Oberflache des Prismas.

b) 1) Mit W; wird die Ebene bezeichnet, die die Punkte M, F und S;(t|0|0) mit
t > 0 enthalt.

In Abbildung 2 ist dieser Sachverhalt fir einen bestimmten Wert von t
dargestellt.

X1

Stellen Sie eine Gleichung der Ebene W; in Parameterform auf.



16

1. Abi Klausur 2024

2) Bestimmen Sie die Koordinaten eines Normalenvektors der Ebene W,.
20
[Zur Kontrolle: | —15 | ist ein Normalenvektor der Ebene W;.]
4.t
3) Berechnen Sie die Gré3e des Winkels zwischen der Ebene W5 und der
x-y-Ebene.

4) Untersuchen Sie, ob es einen Wert von t gibt, fir den die Strecke BD
senkrecht zur Ebene W; verlauft.

5) Die Gerade g; verlauft durch den Punkt D und senkrecht zur Ebene W..
Far t > 0 schneidet die Gerade g; die x-y-Ebene im Punkt Q;.
Bestimmen Sie die Koordinaten des Punktes Q.

[Zur Kontrolle: Q; (6 — 22 |-22|0).]

6) Im Folgenden sind drei Schritte der Lésung einer Aufgabe angegeben,
die im Zusammenhang mit den betrachteten geometrischen Objekten
steht:

i) P6—6-r8-rl0)mit0 <r <1.
6-2=6-6-r
_%:S.r

iii) Das Gleichungssystem (lIl) besitzt keine Lésung.

i)

Geben Sie eine passende Aufgabenstellung an und interpretieren Sie
(iii) geometrisch.
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Stochastik

Aufgabe 1:

Ein bekannter Video-Streamingdienst bietet einen kostenpflichtigen Zugang zu
Spielfilmen und Serien an. Personen, die davon gegen Zahlung einer monatli-
chen Gebuhr Gebrauch machen, werden im Folgenden als Abonnenten bezeich-
net. Sie haben sich entweder fir das Spielfilmpaket oder fir das Komplettpaket
entschieden, das neben den Spielfilmen auch noch Serien enthalt.

a) Unter den Abonnenten sind 70 % héchstens 40 Jahre alt. Von diesen haben
80 % das Komplettpaket gewahlt. Unter denjenigen Abonnenten, die alter
sind als 40 Jahre, haben sich 50 % fir das Komplettpaket entschieden.

1) Stellen Sie den Sachverhalt in einem beschrifteten Baumdiagramm dar.

2) Eine unter allen Abonnenten zufallig ausgewahlte Person hat sich far
das Komplettpaket entschieden.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit daflir, dass sie héchstens 40
Jahre alt ist.

3) Bestimmen Sie die Anzahl der Abonnenten, die man mindestens zufél-
lig auswahlen musste, damit unter ihnen mit einer Wahrscheinlichkeit
von mindestens 99 % mehr als 20 Personen alter sind als 40 Jahre.

b) Der Anteil der zufriedenen Abonnenten von derzeit 60 % soll gesteigert wer-
den. Dazu wird ein Algorithmus entwickelt, der jedem Abonnenten taglich
individuell einen Spielfilm vorschlagt. Als Basis fur die Entscheidung tber
den dauerhaften Einsatz des Algorithmus plant das Management einen Pro-
bebetrieb.

Im Anschluss soll die Nullhypothese ,Der Anteil der zufriedenen Abonnen-
ten betragt héchstens 60 %.mithilfe einer Stichprobe von 200 zufallig ausge-
wahlten Abonnenten auf einem Signifikanzniveau von 5 % getestet werden.

1) Geben Sie an, welche Uberlegung des Managements zur Wahl dieser
Nullhypothese geflihrt haben kénnte.

2) Die Nullhypothese wird abgelehnt, wenn mindestens 132 Abonnenten
mit dem Angebot zufrieden sind.
Zur Bestimmung der unteren Grenze dieses Ablehnungsbereichs wur-
den zunéachst folgende Lésungsschritte ausgeflhrt:

+ X: Anzahl der zufriedenen Abonnenten in der Stichprobe
* Pago06(X > 132) = 0,047
Begriinden Sie, dass die beiden Lésungsschritte zur Bestimmung der
unteren Grenze nicht ausreichend sind, und erganzen Sie diese geeig-
net.
3) Weisen Sie nach, dass die Wahrscheinlichkeit flr einen Fehler zweiter

Art bei diesem Ablehnungsbereich der Nullhypothese mehr als 90 %
betragen kénnte.
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c) Ein Internetnutzer hat verschiedene Mobglichkeiten, Videos zu streamen.
Im Folgenden wird die ZufallsgréBe Y: ,Wdéchentliche Streamingdauer (in
h)&iner zuféllig ausgewahlten Person im Alter von mindestens 14 Jahren be-
trachtet. Die Zufallsgré3e Y wird durch eine Normalverteilung mit den Kenn-
gréBen puy = 8,87 und oy = 2,20 modelliert.

1) Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine zuféllig ausge-
wahlte Person im Alter von mindestens 14 Jahren in einer zufallig aus-
gewahlten Woche mehr als 10 Stunden streamt.

Die ZufallsgréBBe Z: ,Woéchentliche Streamingdauer (in h)éiner zuféllig aus-
gewahlten Person im Alter von 14 bis 29 Jahren wird ebenfalls durch eine
Normalverteilung modelliert.

Die Abbildung zeigt den Graphen der Dichtefunktion ¢, der Zufallsgré3e Z.

0.12

0.10

0.08

0.06

0.04

0.02

/ \

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

1) Ermitteln Sie mithilfe der Abbildung n&herungsweise die KenngréBen
iz und oz der Normalverteilung fir die Zufallsgréi3e Z.
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1.2 Losungen

1.2.1  Prifungsteil A

zu Aufgabe 1:
Gegeben ist eine Funktion f mit dem Funktionsterm f(x) = (1x2 — Ix — 2) - e®*1.

a) Fur die Ableitung der Funktion f missen wir die Produkt- und Kettenregel
anwenden. Es gilt:

b) Um die Extremstellen der Funktion f zu bestimmen, nutzen wir die notwen-
dige Bedingung fur Extremstellen f'(x) = 0O:

fi(x) =0 (x2—4)- 2" =0

Da die Exponentialfunktion e>*' fiir alle reellen Werte von x stets positiv ist,

erhalten wir:

x> —4=0ex?=4ox=-2Vx=2
Somit haben wir die beiden mdglichen Extremstellen x; = —2 und x, = 2
gefunden.

Far die hinreichende Bedingung untersuchen wir das Vorzeichen der ersten
Ableitung f'(x) in der Umgebung der Extremstellen:

X < -2 2 <Xx<2 X > 2

z.B. xo = -3 zB.xo=0 z.B.xg=3

f(xo))=5-e€5>0|Ff(x))=—4-€' <0 |f(xg)=5-€">0

Da an der Stelle x = —2 die erste Ableitung von positiven zu negativen Wer-
ten Ubergeht, liegt dort ein Hochpunkt vor. An der Stelle x = 2 wechselt
die erste Ableitung von negativen zu positiven Werten, was einen Tiefpunkt
kennzeichnet.
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Alternativ kénnen wir die hinreichende Bedingung fur Extremstellen auch
mithilfe der zweiten Ableitung Uberprifen:

f//(X) — (X2 - 4)/ . e2x+‘| + (X2 o 4) . (62x+1)/

2x+1 + (X2 . 4) .0 eZX+1
2x+1

X-e

e

(X% +x — 4) - >

Nun setzen wir die gefundenen Extremstellen ein:
f'(—2)=2.(4-2-4).e%=2.(-2)-e %<0

Da f"(—2) < 0 ist, liegt bei x = —2 ein Hochpunkt vor.

f2)=2-(4+2—-4)-°=2-2.€°>0
Da f”(2) > 0 ist, liegt bei x = 2 ein Tiefpunkt vor.

zu Aufgabe 2:
Gegeben ist die Funktion f,(x) = ax® + ax? mit einem reellen Parameter a.

a) Bestimmung des Parameters a:

Der Graph der Funktion f, verlauft durch den Punkt (1|6). Wir setzen daher
die gegebenen Werte in die Funktionsgleichung ein:

fa(1) = 6
a-1*+a-12=6
a+a==6
2a=06

a=3

Der gesuchte Parameter ist somit a = 3.

b) Berechnung des Flacheninhalts:
Zunéchst bestimmen wir die Nullstellen der Funktion f4(x) = ax® + ax2:

fa(x)

ax® +ax? =

0

ax®(x+1)=0

Da a # 0 folgt:

X°=0Vx+1=0=x=0Vx=—1
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Die Nullstellen der Funktion f, sind somit x; = —1 und x> = 0.

Fir den Flacheninhalt zwischen dem Graphen der Funktion und der x-Achse
im Intervall [—1; 0] berechnen wir das bestimmte Integral:

0
A= / (ax® + ax®) dx

—1

—
FNN

zu Aufgabe 3:
Gegeben ist eine Ebene E durch den Punkt P(1| — 2|3) mit den Spannvektoren

0 1 —1 -3
Z=|2|udb=]1] sowieeine Geradeg : X = | —2| +¢t- | 2 | mit
4 1 3 1

teR

a) Aufstellen der Ebenengleichung:

Um die Ebenengleichung in Koordinatenform aufzustellen, benétigen wir
einen Normalenvektor der Ebene. Dieser steht senkrecht zu den beiden

N
Spannvektoren. Wir suchen also einen Vektor n = n, |, fir den gilt:
N3

Al3undALb
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Das flihrt zu den Bedingungen:

o

SR

0
0

ol o)

o

Setzen wir die Koordinaten ein, erhalten wir:

n4 0
nod=|n|lo|l 2 |=0n+2-mn+(-4)-n3=0
N3 —4

=2n>—4n3;=0=n, = 2n;

n4 1
ﬁOB= no | ©° 1 =1~n1+1-n2+1.n3=0
n3 1

=nN1+np+n3=0
Mit n, = 2n4 folgt:

ny+2n3+n3=0

ny+3n3=0
ny = —3n;
Wir kbnnen n; = 1 setzen und erhalten damit n, = 2 und ny = —3. Ein
Normalenvektor der Ebene ist somit:
-3
n=| 2

1

Mit dem Stiitzpunkt P(1| — 2|3) und dem Normalenvektor 77 kénnen wir nun
die Ebenengleichung in Punkt-Normalenform aufstellen:

no(x—-p)=0
-3 X1 1
2 o] [x]|—|-2 =0
1 X3 3

—3-xi—1)+2-(x2—(-2))+1-(x3—3)=0
—3X1+3+2x,+4+x3—3=0
—3X1 +2X2 + X3 = —4
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Die Ebenengleichung in Koordinatenform lautet somit:

—3X1 + 2X2 + X3 = —4

b) Schnitt der Ebene mit der Geraden:

Um den Schnittpunkt zwischen der Ebene E und der Geraden g zu bestim-
men, setzen wir die Parameterdarstellung der Geraden in die Ebenenglei-
chung ein:

1 -3
g:X=|-2|+t )
-3 1

Das bedeutet:

X1 = —1+(-8)t=—1-3t
X2=—2+2t
X3=—3+t

Einsetzen in die Ebenengleichung:

—3X1 +2X2 + X3 = —4
-3 (-1-3t)+2-(-2+2t)+1-(-3+t)=—-4
3+9t—4+4t—-3+t=-4
3+9t—4+4t—-3+t+4=0
14t =0
t=0

Mit t = 0 erhalten wir den Schnittpunk:

Der Schnittpunkt der Ebene E mit der Geraden g ist der Punkt S(—1|—2|—3).

zu Aufgabe 4:

Betrachtet wird ein Glicksrad mit 20 gleich groBen Sektoren, die entweder blau
oder gelb gefarbt sind. Bei 100-maligem Drehen des Gliicksrads seien X und Y
die Anzahlen der Ergebnisse "Blau"bzw. "Gelb".
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a) Berechnung der Standardabweichung:

Die ZufallsgréBen X und Y sind binomialverteilt mit Parametern n = 100
und p far "Blau"bzw. g = 1 —p far "Gelb". Fir die Standardabweichung einer
binomialverteilten Zufallsgré3e gilt allgemein:

c=np (1-p)

Fir die Standardabweichung von X erhalten wir:

ox =+/100-p- (1 - p)
Und fur die Standardabweichung von Y gilt:

oy = /100 (1 —p)- (1 = (1 —p)) = /100- (1 —p) -p

Wir sehen, dass ox = oy, da in der Formel p und (1 — p) symmetrisch auf-
treten, sodass die Vertauschung von p und (1 — p) keinen Einfluss auf das
Ergebnis hat.

b) Bestimmung der Anzahl blauer Sektoren:

Der Erwartungswert einer binomialverteilten Zufallsgré3e mit Parametern n
und p betragt © = n - p. Aus der Abbildung kénnen wir ablesen, dass der
Erwartungswert der Zufallsgré3e X den Wert px = 75 hat. Damit gilt:

px =n-p=75
100 -p = 75
75 3
P=700 " 4

Der Anteil der blauen Sektoren auf dem Gillicksrad entspricht der Wahr-
scheinlichkeit p = % Bei insgesamt 20 Sektoren ergibt sich flr die Anzahl b
der blauen Sektoren:

_ b _3

P=20"1

b=20.2 215
4

Auf dem Glucksrad sind 15 der 20 Sektoren blau gefarbt.

1.2.2 Wabhlpflichtaufgaben

zu Aufgabe 5:
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a)

Bestimmung der Tangentengleichung:

Um die Gleichung der Tangente t zu bestimmen, berechnen wir zun&chst
die Steigung:

_Y2—y1 _8-0_38_
M= x 4-2 2%

Zudem lasst sich der y-Achsenabschnitt ablesen: S(0| — 8).
Mit der Steigung m = 4 und dem Punkt (0| — 8) kénnen wir die Punktstei-
gungsform der Geraden aufstellen:

Y —Yo=m-(X—Xo)
y—(-8)=4-(x-0)
y +8=4x
y=4x -8
Die Gleichung der Tangente lautet somitt:y = 4x — 8.

Untersuchung der Beriihrungseigenschaften:
Gegeben ist die Funktion g.(x) = ax2. Wir berechnen die erste Ableitung:

ga(x) = 2ax
Sei u die Stelle, an der die Tangente den Graphen berihrt. Die Steigung der
Tangente an dieser Stelle ist gleich dem Wert der Ableitung:
g,(u)y=2au=4
Der Berihrpunkt hat die Koordinaten (u|ga(u)) = (u]au?). Durch diesen Punkt

verlauft die Tangente mit der Gleichung y = 4x — 8. Einsetzen des Beruhr-
punkts in die Tangentengleichung:

au®=4u—8

Wir haben nun ein Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und zwei Unbe-
kannten:

2au=m
auv> =m-u+n
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Aus der ersten Gleichung folgt a = % Einsetzen in die zweite Gleichung:

a-u?>=2au-u+n
au® =2au® +n

n=—au®

Also folgt u = —g.(u)4.
Somit schneidet die Tangente die y-Achse im Punkt S(0| — ga(u)).

zu Aufgabe 6:
Gegeben sind verschiedene Funktionen f(x) = x - € und hy(x) = % - e sowie
deren Graphen.

a)

Analyse der Vorzeicheneigenschaften:

Bei der Funktion f,(x) = x - e mulssen wir das Vorzeichen beider Faktoren
betrachten. Die Exponentialfunktion e ist fiir alle reellen Werte von x und
a stets positiv. Das Vorzeichen von f,(x) wird daher allein durch den Faktor
x bestimmt.

Far x < 0 gilt f4(x) < 0,da x < 0und e* > 0.

Far x > 0 gilt f(x) > 0, da x > 0 und e® > 0.

Fur x = 0 gilt ,(0) =0 - e2° = 0.

Diese Vorzeicheneigenschaften gelten unabhangig vom Parameter a.

Zuordnung der Graphen:

Um zu entscheiden, welcher Graph zu einem positiven bzw. negativen Wert
von a gehdrt, untersuchen wir das Verhalten der Funktion h,(x) = % - e fur
X — o0.

Fara > 0 gilt:

. _—
lim hy(x) = lim ~-e* =
X—00 X—00

Fara < 0 gilt:

lim h,(x) = lim 1 e =0

X—00 X—00
Bei positiven Werten von a wachsen die Funktionswerte fir x — oo also
unbegrenzt, wahrend sie bei negativen Werten von a gegen null streben.

Der Graph in Abbildung 2 zeigt, dass die Funktionswerte fir groBe Werte
von x immer kleiner werden und sich der x-Achse annéhern. Dies entspricht
dem Verhalten fur a < 0.

Der Graph in Abbildung 3 hingegen zeigt, dass die Funktionswerte flr grof3e
Werte von x unbegrenzt wachsen. Dies entspricht dem Verhalten fir a > 0.

Somit gehdrt der Graph aus Abbildung 3 zu einem positiven Wert von a.
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zu Aufgabe 7:
Gegeben ist die Ebenenschar E, : 2ax; — 4x; + (a — 2)x3 = 12 mit dem Parameter

1

a € R sowie die Gerade g mit dem Richtungsvektor vV = | 0

a)

1

Bestimmung des Parameters fir Parallelitat:

Die Gerade g verlauft parallel zur Ebene E,, wenn der Richtungsvektor der
Geraden senkrecht zum Normalenvektor der Ebene steht. Der Normalen-
vektor der Ebene E; ist:

2a
77)a= —4
a-—2

Die Bedingung fur Parallelitat lautet:

RaoV =0
a_ (
2a-(—1)+ -0+@—-2)-1=0
—2a+a—2=0
—a—2=0
—a=2
a=-2

Die Gerade g verlauft also genau dann parallel zur Ebene E,, wenn a = —2
gilt.

Prifung der Zugehdrigkeit einer Ebene zur Schar:

Es soll gepruft werden, ob die Ebene E : 6x; — 8x> + X3 = 24 zur Schar E, :
2axi1—4x.+(a—2)x3 = 12 gehdrt. Dies ist genau dann der Fall, wenn es einen
Wert a € R gibt, sodass die beiden Ebenengleichungen tbereinstimmen.

Zunachst beobachten wir, dass die rechte Seite der Gleichung von E doppelt
so grof ist wie die von E,. Wir multiplizieren daher die Gleichung von E, mit
2

2-(2ax1 —4xo+(@—2)x3 = 12) & 4ax; — 8xo +2(a — 2)x3 = 24
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Nun kénnen wir die Koeffizienten der beiden Ebenen vergleichen:

4a =6 = a =3

-8 =-8 = erflllt
2@-2) =1 = 2(3-2) =1
2-(-3) =1 = —1 =1

Wir erhalten einen Widerspruch, da —1 # 1. Somit existiert kein Wert a € R,
fir den die Ebene E zur Schar E, gehdrt. Die Ebene E ist keine Ebene der
Schar.

zu Aufgabe 8:
Gegeben sind die Punkte B(4/3|12), C(2]4|10) und der Mittelpunkt M(3|2|1) einer
Diagonale eines Parallelogramms.

a) Konstruktion und Koordinatenbestimmung:
Projezieren wir die Punkte in die x1x2-Ebene, so wird jeder x5 = 0.
B'(4/3|0), C’(2|4]|0) und M'(3]2|0).
Zeichnen wir diese ein, ergeben sich direkt die anderen Punkte:

y

(6}

I

w

no
3

2

\
\
' A/
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b) Bestimmung des Winkels zwischen zwei Vektoren:

Fur die Vektoren CTA =M - Cund Cﬁ = B — C berechnen wir zunachst:

3 2 1
CM=|2|-|al|=]-2
1 10 -9
4 2 2
CB=|3|-|4]=]-1
12 10 2

Der Kosinus des Winkels « zwischen diesen Vektoren berechnet sich Uber

das Skalarprodukt:

cos(a) = C—MOC?
ICM!'|CE|
1 2
oo -1
6] \-9
T T2+ 22+ (62 /224 ( 1)+ (9)
14

<0

Da cos(a) < 0, ist der Winkel o gré3er als 90F.

zu Aufgabe 9:
Betrachtet wird eine stetige Zufallsgré3e X mit der Dichtefunktion f.

a) Wahrscheinlichkeitsberechnung fur einen Einzelwert:

Bei einer stetigen ZufallsgréBe berechnet sich die Wahrscheinlichkeit fir

einen Bereich [r; s] durch das Integral:

P(r <X <s) =/Sf(x)dx

Far einen einzelnen Wert X = 14 (also r = s = 14) gilt:
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14
P(X=14)= | f(x)dx=0
14

Bei einer stetigen Zufallsgréie ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie einen
bestimmten Einzelwert annimmt, stets null.

b) Wahrscheinlichkeitsberechnung fur eine Abweichung:

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis E: "X nimmt einen Wert
an, der um mehr als 2 von 20 abweicht". Mathematisch ausgedrickt:

P(E)=P(X <18V X >22)=1—P(18 < X < 22)

Aufgrund der symmetrischen Form der Dichtefunktion um x = 20 gilt:

P(18 < X <22)=2-P(18 < X < 20)

Die Wahrscheinlichkeit P(18 < X < 20) kdnnen wir aus dem Graphen
der Dichtefunktion ablesen. Die Flache unter der Dichtefunktion im Intervall
[18; 20] entspricht ndherungsweise einem Rechteck mit der Breite 2 und der
Hoéhe 0,06. Somit:

P(18 < X <20)~2-0,06 = 0,12

Daraus folgt:

P(18 <X <22)=2.0,12=0,24
P(E)=1-0,24=0,76

Die Wahrscheinlichkeit, dass X um mehr als 2 von 20 abweicht, betragt somit
etwa 76

zu Aufgabe 10:
Betrachtet wird ein Tetraederwdirfel (ein Wurfel mit vier Seitenflachen).

a) Interpretation eines Wahrscheinlichkeitsausdrucks:

Der Term 3"z, (1) -0, 1%.0, 9% beschreibt eine Wahrscheinlichkeit in einer
binomialverteilten Situation mit folgenden Parametern:

» Anzahl der Versuche: n = 10 (10 Warfe)
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« Wahrscheinlichkeit fur Erfolg: p = 0,1 (Wahrscheinlichkeit, die Augen-
zahl 4 zu wurfeln)

» Anzahl der Erfolge: k = 0,1, 2 (h6chstens zweimal die Augenzahl 4)

Die Zufallsgré3e X gibt an, wie haufig die Augenzahl 4 bei 10 Wirfen aufge-
treten ist. Der Term berechnet P(X < 2), also die Wahrscheinlichkeit dafr,
dass bei zehn Wurfen des Tetraeders héchstens zweimal die Augenzahl 4
erscheint.

b) Bestimmung der Wahrscheinlichkeit p:

Die Tabelle gibt die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Zufallsgré3e X an,
die angibt, wie oft ein bestimmtes Ereignis bei drei Versuchen eintritt. Es
handelt sich um eine binomialverteilte Zufallsgré3e mit Parametern n = 3
und gesuchtem p.

Aus der Tabelle kbnnen wir den Erwartungswert der Zufallsgré3e X berech-
nen:

3
EX)=) k-P(X =K)
k=0

27 54 36 8
=013 1352 125 T3 125

_54+72+24

125
150

125
6

G

Andererseits wissen wir, dass fur den Erwartungswert einer binomialverteil-
ten Zufallsgréi3e gilt:

EX)=n-p
Also:
6
5P
_8_2
P=1575

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit p betragt somit % oder 0,4.
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1.2.3 Prifungsteil B

Analysis

zu Aufgabe 1:

a) Gegeben ist eine Funktion f(t) = 25 — 20 - e~ %014 welche die Temperatur
einer Flussigkeit in einem Glas nach der Entnahme aus einem Kuhlschrank
in Abhangigkeit von der Zeit t in Minuten modelliert.

1) i) Der Zeitpunkt, an dem das Glas aus dem Kuhlschrank genommen
wird, entspricht dem Zeitpunkt t = 0. Die Temperatur der FlUssigkeit
zu diesem Zeitpunkt lasst sich durch Einsetzen berechnen:

f(0) = 25 — 20 . @ 00140

=25-20-¢°
=25-20-1
=25-20
=5

Die Temperatur der Fllssigkeit bei Entnahme aus dem Kuhlschrank
betragt somit 5 °C.

i) Um den Zeitpunkt zu bestimmen, zu dem die Wassertemperatur
12 °C betragt, setzen wir f(t) = 12 und l6sen nach t auf:
f(t)=12
25 —-20.e70014 = 12
—20.-7 901 _ 12 _25
—20- e—0,014-t =_-13

—ootat _ 13
20
13
—0,014 -t =1In <E)
In (2)
t= 0,014 ~ 30,77

Etwa 31 Minuten nach der Entnahme aus dem Kihlschrank hat das
Wasser eine Temperatur von 12 °C.

2) i) Die mittlere Anderungsrate einer Funktion f im Intervall [a; b] ent-
spricht der Steigung einer Geraden durch die Punkte P;(alf(a)) und
P, (b|f(b)). Diese berechnet sich nach der folgenden Formel:

f(b) —f(a)
~ b-a
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Far das Intervall [0; 30] ergibt sich:

f(30) — £(0)
30-0

f(80) -5
30

11,86 -5

30
6,86

~ 30
~ 0,229

In den ersten 30 Minuten nach der Entnahme aus dem Kihlschrank
nimmt die Wassertemperatur durchschnittlich um etwa 0,23 [m—m
Zu.

ii) Die Momentanrate (d.h. die Steigung des Graphen der Funktion f
im Punkt P(a|f(a))) wird durch die Ableitung f’(a) angegeben. Wir

berechnen zunachst die erste Ableitung der Funktion f:
f/(t) = (25 — 20 - 70011’
=0—-20- (6—0,014-1‘)/
= —20.e7%01%.(_0,014)
=20-0,014 . 00141
=0.28. 670,014-1‘
Fur t = 30 ergibt sich:
f'(30) = 0,28 . @~ 0:014:30
= 0,28 . 04
~ 0,28 - 0,657
~ 0,18
30 Minuten nach der Entnahme aus dem Kuhischrank erhoht sich
die Wassertemperatur mit einer momentanen Anderungsrate von
etwa 0,18 [-S].
3) In dieser Aufgabe wird untersucht, wie lange es dauert, bis die Tempe-
ratur den Mittelwert zwischen einer beliebig gewahlten Temperatur f(t*)
und der Raumtemperatur von 25 °C erreicht.

Der Mittelwert m zweier Werte a und b berechnet sich nach folgender
Formel:

_a+b
-2
Mit der Raumtemperatur von 25 °C und der Temperatur f(t*) zum be-
liebigen Zeitpunkt t* ergibt sich der Mittelwert:
_ 25+ f(t*)
ms=—5—
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Dieser Mittelwert wird erst nach einer gewissen Zeit t erreicht, und zwar
zum Zeitpunkt ty = t* + t. Dies fahrt zur Gleichung:

254+ f(t)
-T2

Mit dem Funktionsterm f(t) = 25 — 20 - 904! erhalten wir:

. 25+ 25 — 20 - g 0014
25 _ 20 - —0,014-(t*+t) _
5-20-e 5

25 _ 20 . 00141"  o-00141 _ 50 — 20 ée—o,om.r*

25 _20. 970,014-1‘* . 670,014-1‘ =25_-10- 670,014-1‘*
-20- e—0,014-t* . e—0,014~t =_-10- e—0,014‘t*

F(t* + 1)

—20. 700t = _10

—0,014-t _ 1
2

0,014 -t = In (%) = —In(2)
In(2) 500 -In(2)

e

T 0014 7
Die Zeit t, die vergeht, bis die Temperatur den Mittelwert erreicht, ist
also t = %%"@ ynd tatsachlich unabhangig vom gewéhlten Zeitpunkt
t*.

4) Gesucht ist ein Zusammenhang zwischen den Funktionen f(t) = 25 —
20 - e %01t ynd g(t) = 5 + 20 - e 00141,
Wir untersuchen, wie der Graph von g aus dem Graphen von f entsteht:
Beginnen wir mit der Funktion f(t) = 25 — 20 - @ 00141,
Wenn wir das Vorzeichen &ndern, erhalten wir:
—f(t) = —(25 — 20 - @7 201%)
= —25+20 . 0014

Dies entspricht einer Spiegelung des Graphen von f an der t-Achse.
Verschieben wir nun diesen gespiegelten Graphen um 30 Einheiten

nach oben, erhalten wir:
—f(t) +30 = —25+ 20 - e %0141 L 30
= —25+30+20 e %014
=5+20 e 201!
=9g(f)
Somitist g(t) = —f(t)+30, was bedeutet, dass der Graph von g entsteht,

indem man den Graphen von f an der t-Achse spiegelt und anschlie-
Bend um 30 Einheiten nach oben verschiebt.
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5) Untersuchen wir, ob die gegebenen Aussagen | und Il wahr sind.
Aussage I: Der Graph der Funktion g ist streng monoton fallend.
Die erste Ableitung von g ist:

g'(t) = (5+20. e 2014ty
= 0+20 - (e 0014ty
=20.-e %0, (0,014 -t)
=20-e 0014, (—-0,014)
— —0,28 . e—0,014-t

7
= —— . e_m't

25

Da e sw! > 0 fir alle t € R und der Vorfaktor — % negativ ist, gilt
g'(t) < O fur alle t € R. Somit ist der Graph von g streng monoton

fallend, und Aussage | ist richtig.

Aussage lI: Die Betrage der momentanen Anderungsraten von f und
g stimmen flr jeden Zeitpunkt t Gberein.

Wir haben bereits berechnet:

F(t) = 0,28 - e 00141 % P
g'(t) = —0,28 - 00141 _ _1 e 5wt
’ 25
Damit gilt:
If'(t)| = ‘%.e sl = %.9—5604
90)] = |- o eS| = L e
25 25

Da |f'(t)| = |g'(t)| fur alle t € R, stimmen die Betrage der momentanen
Anderungsraten von f und g flr jeden Zeitpunkt ¢ Uberein. Somit ist
auch Aussage Il richtig.

b) Gegeben ist die Funktion h(x) = (1 — x2) - & und eine Funktion h,(x) =
1. (a— x?)- e mit einem Parameter a > 0.

1) Grenzwertberechnung:
Wir sollen den Grenzwert lim,_,_..(1 — x?) - & bestimmen.
Fur x — —oo strebt 1 —x2 gegen —oo, wahrend e* gegen 0 strebt. Dabei
ist entscheidend, dass e* flir x — —oo schneller gegen null strebt als
1 — x2 gegen —oo wachst.
Da der Faktor €* flir x — —oo schneller gegen null lauft als der Faktor
1 — x2 gegen —oo wachst, gilt:

lim (1 —x?)-e=0

X——00
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2)

Bestimmung und Vergleich von Flacheninhalten:
Zunéachst bestimmen wir die Nullstellen der Funktion h(x) = (1 —x2)-e*:

h(x) = 0
(1-x%)-e =0

Da e* > 0 fur alle x € R, muss der erste Faktor null sein:

1-x2=0
x? =1
X=—1vx=1

Die Nullstellen der Funktion h sind somit x;y = —1 und x, = 1.

Die Gesamtflache zwischen dem Graphen von h und der x-Achse im
Intervall [—1; 1] betragt:

]
A:/_1 h(x) dx

Um die Teilflachen zu vergleichen, unterteilen wir das Intervall am Punkt
X=-1+V2~0414:

—1+v2
A = / h(x) dx ~ 0,952 [FE]
—1

]

Ao = / h(x) dx ~ 0,519 [FE]
—1+v2

Die linke Teilflache A ist gréBer als die rechte Teilflache As.

Der Anteil der gréBeren Teilflache an der Gesamtflache betragt:

A [P h(x)dx
Ar+Az [T h(x)dx
0,952
70,952 + 0,519
0,952
1,471
~ 0,647

Der Anteil des gréBeren Flacheninhalts am Flacheninhalt A betragt also
etwa 64,7%.

Bestimmung eines Grenzwertes b:

Wir sollen einen Wert b > 1 bestimmen, sodass die Flache zwischen
dem Graphen von h und der x-Achse im Intervall [1; b] genauso grof3
ist wie die Flache im Intervall [—1; 1].



1.2 Lédsungen 37

4)

5)

Da die Flache im Intervall [1; b] im vierten Quadranten liegt (also unter-
halb der x-Achse), ist ihr Flacheninhalt gleich dem negativen Wert des
entsprechenden Integrals. Es muss also gelten:

—/1bh(x)dx:/_11 h(x) dx

Diese Gleichung kann nur numerisch gelést werden und ergibt b ~
1,56.

Diskussion der Eigenschaften von k(x) = fx_1 h(t) dt:

i) Zun&chst betrachten wir die Nullstelle von k(x):
k(x) = fx_1 h(t) dt = 0 bedeutet, dass das Integral Gber him Intervall
[x; —1] den Wert null hat. Dies ist offensichtlich der Fall fur x = —1,
da dann das Integrationsintervall die Lange null hat.
k(-1)= [~ h(t)dt =0
Furx < —1 verlauft der Graph der Funktion h im dritten Quadranten
(also unterhalb der x-Achse). Da das Integral fx_1 h(t) dt in diesem
Fall einer negativen Flache entspricht, ist k(x) < 0 fir x < —1.

i) Fir z — —oo untersuchen wir den Grenzwert lim,_,_, k(z) =
lim,, o [, " h(t)dt.
Da der Graph von h fir t < —1 unterhalb der x-Achse verlauft und
h(t) — 0 fir t — —oo, ndhert sich die Flache zwischen dem Gra-
phen und der x-Achse im Intervall [z; —1] fir z — —o0 einem end-
lichen Wert an.
Dieser Grenzwert lasst sich als lim,_,_ . k(z) = —g bestimmen. Da
das Integral eine negative Flache représentiert, betragt der tatsach-
liche Flacheninhalt £ [FE].

Bestimmung des Definitionsbereichs von h,:

Wir betrachten die Funktion h,(x) = 1 - (a — x?) - e mita > 0.

Daa > 0unde* > 0flralle x € R, ist hy(x) genau dann positiv, wenn
der Faktor (a — x?) positiv ist:

a-x>>0
x° <a

—Vva<x<+va

Die Funktionswerte von h, sind also genau im offenen Intervall
(—v/a; \/a) positiv.
Bestimmung des Parameters a:

Wir sollen den Parameter a so bestimmen, dass fir die beiden Extrem-
stellen x; und x> der Funktion h, Qilt: x1 - X2 = ha(Xy) - ha(x2).

Die notwendige Bedingung flr Extremstellen lautet h,(x) = 0. Durch
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Ableiten und Nullsetzen erhalten wir:

= (5 @)

D
|
>
\D)
3

~—

(—2x) - e* + (a—x?) - &)

(—2x +a—x?)

V=2V =QV|[ 2| =

QR

- (a—x* —2x)

Far Extremstellen muss gelten:

H.(x) =0
e¥ (a—x*-2x)=0

=

Da ! #0und e #0 firr alle x € R, folgt:

a-x>-2x=0
x°+2x—a=0

Mit der Mitternachtsformel erhalten wir:

‘s = _2igm
=—1+V1+a
Also:
xi=—1+V1+a
X2=—1—V1+a

Nun berechnen wir das Produkt der Extremstellen:

X1 Xp=(-1+Vi+a)-(-1-V1+a)
=(=1)- (=)= (=1)-Vi+a+Vi+a-(-1)=V1+a-V1+a
=1+Vi+a—Vi+a—(1+a)
=1-1-a
=—a

Far die Funktionswerte an den Extremstellen gilt:

ha(x) = _(a_XZ).ex

Q| =
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Das Produkt der Funktionswerte ist:

1 1
hax)) - halxe) = - (@ —x3)- € - (a—x3) - &"
1
- - @a—x})-(a—xj) e e"
1
- (@a—xd)-(a—xj) - e

Durch Einsetzen von x; + X, = —2 erhalten wir:
1
ha(x1) - halx2) = 5 - (@ - x)-(@a—x3)-e?

Nach weiteren algebraischen Umformungen und durch Einsetzen der
Bedingung x; - x> = ha(x4) - ha(x2) erhalten wir die Gleichung:

1 _

—a=-(@a-x) @@-x)-e”*

Diese Gleichung lasst sich mit einem Computer-Algebra-System |6sen

und ergibt:
2 2
a=g(va=—g¢}])a)

Da a > 0 sein muss, ist a = 2 die einzige Lésung.
e
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Geometrie

zu Aufgabe 1:

1) Ist  der Winkel, der von den Vektoren ¢ und V eingeschlossen wird,
so kann ¢ berechnet werden durch:

- -
uov
IR

Der Winkel § = ZEDF wird eingeschlossen von den Vektoren ﬁ und
ﬁ, sodass gilt:

—6 —6
8 || O
0 0
i —6 —6
8 0
0 0
= % =0,6 = § =~ 53,13°

2) Die Oberflache eines geraden Prismas mit der Grundflache G, dem
Grundflachenumfang U und der Héhe h berechnet sich nach der Formel

O=2-G+U-h

Zwei Seiten des Grundflachendreiecks liegen auf der x;- bzw. xo-Achse,
das Dreieck ist somit rechtwinklig.

Der Flacheninhalt eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten a
und b berechnet sich nach der Formel A = % -a-b.
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Far die benbtigten Langen gilt:

6
FBI=||o||=6LEL
0
0
FE|=||8||=8LE]
0
0
CFl=||o||=5ILE] und
5
6
DE|=|| 8 ||=v36+64=10]LE]
0

Einsetzen der berechneten Grof3en fiihrt zu:

1
O=2-76-8+(6+8+10)-5=48+120 = 168 [FE]

b) 1) Mit dem Punkt S; als Anbindungspunkt und den Spannvektoren St—>M
und S? erhalt man als Parameterform der Ebene:

3
Wt:7: +K- 4| —
5

o O
o O

t 3t —t
=lo|+k-| 4 |+¢. |0 |;krtert>0
0 5 5

2) Ein Normalenvektor 17 = | n, | steht senkrecht auf den Spannvektoren

ns
der Ebene W;, das Skalarprodukt von Normalenvektor und Spannvektor
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ist demnach gleich 0.

Ny 3-t
n | o 4 =0« | (B8—-t)-n+4n,+5n3=0
N3 5

n —t

nolo]l0|=0&s1l —t-ni+5n3=0

N3 5

Subtraktion der Gleichungen ergibt:
|—11:3-ny+4n,=0
Wahlt man n; = 4, so ist n, = —3. Einsetzen in Gleichung Il ergibt:

4
—4t+5n3=0<:>n3:gt

Ein Normalenvektor lautet:

4 20
o 1
n=1-3 =5 —15

st 4t

[
|

—h

6

3) Ist ¢ der Winkel zwischen den EbenenE; : 10X =diundEy : poX =

_ 1Moty
[nql-{nal”

d>, so kann ¢ berechnet werden durch die Formel cos(y)
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0
Die x1xo-Ebene hat den Normalenvektor ﬁx1x2 = 10|, die Ebene W5
1
20 4
den Normalenvektor s = | —15 | =5- | —3 |. Einsetzen der Norma-
20 4

lenvektoren zur Berechnung des Winkels zwischen zwei Ebenen ergibt:

4 0
-3|°]|0
4 1
cos(y) =
4 0
=31-1]0
4 1
4
= = p~51,34°
Va1 ¥

4) Der Punkt B ist der LotfuBpunkt des Lotes von E auf die x;x>-Ebene.
Die x1- und x>-Koordinate bleiben erhalten und x3-Koordinate nimmt
den Wert null an. Die Koordinaten von B lauten folglich B(0|8|0).

Die Strecke BD verlauft senkrecht zur Ebene W;, wenn der Richtungs-
vektor der Strecke und der Normalenvektor der Ebene parallel verlau-
fen. Ist dies der Fall, so sind die Vektoren linear abhangig.

Zwei Vektoren U und V sind linear abhéngig, wenn U = k-V, k € R\ {0}

gilt.
6
Mit Iﬁ = | —8 | erhalt man dann die Gleichung:
5
6 20
-8 | =k-|-15
5 4t

Umschreiben der Vektorgleichung in die Koordinatengleichungen und
Lésen der ersten beiden Gleichungen ergibt k = 3 und k = £.

Es gibt kein t, sodass die Strecke BD senkrecht zur Ebene W; verlauft.
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5)

Da g; senkrecht zur Ebene W; verlauft, sind der Richtungsvektor der
Geraden und der Normalenvektor der Ebene linear abhangig.

6 20
gi:X=|0|+k-|=15] ,keR
5 4t

Die xyx2-Ebene hat die Gleichung x3 = 0. Einsetzen der x3-Koordinate
der Geraden g; fuhrt zur Gleichung:

5
4kt = k=——
5+4kt =0 & a7

Einsetzen von k = —2 in die Gleichung der Geraden g; fihrt zum Orts-
vektor des Punktes Q.

6 20
g=1|o _> 15
9= a’ |~
5 4t
62
IR
0

o
o

P gibt somit alle Punkte der Strecke AB an.

Ergénzt man bei Schritt (1) im Gleichungssystem noch die wahre Aus-
sage 0 = 0, so stehen auf der linken Seite der Gleichung die Koordinaten
von Q; und auf der rechten Seite die Koordinaten der Strecke AB. Es
wird eine Punktprobe durchgeflihrt, ob es einen Punkt Q; gibt, der auf
der Strecke AB liegt.

Eine passende Aufgabenstellung kénnte sein:

Untersuchen Sie, ob der Punkt Q; fiir einen Wert von t auf der Strecke
AB liegt.

Schritt (11l) bedeutet geometrisch, dass es kein t gibt, sodass der Punkt
Q; auf der Strecke AB liegt.
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Stochastik

zu Aufgabe 1:

a) 1) Als Grundgesamtheit werden zunachst alle Abonnenten betrachtet. Die
relevanten Ereignisse sind:

: ,Ein Abonnent ist hochstens 40 Jahre alt.”
: ,Ein Abonnent ist alter als 40 Jahre.”

: ,Ein Abonnent hat das Komplettpaket gewahlt.”

W ™ > >

: ,Ein Abonnent hat das Spielfilmpaket gewahlt*

Wir beziehen uns in der ersten Stufe auf das Ereignis A, da das Ereignis
B auf das Ereignis A bezogen wird und somit sinnvoller in der Stufe zwei
ist.

2) Berechnung der bedingten Wahrscheinlichkeit:

Gesucht ist die bedingte Wahrscheinlichkeit Pg(A), also die Wahr-
scheinlichkeit, dass ein Abonnent héchstens 40 Jahre alt ist, unter der
Bedingung, dass er das Komplettpaket gewahlt hat.

Die Wahrscheinlichkeit fur das Ereignis B betragt zunachst:

P(B) = P(ANnB)+P(ANB)
= P(A)- P(BJA) + P(A) - P(B|A)
= 0,7-08+0,3-0,5
= 0,56 +0,15
= 0,71
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Die gesuchte bedingte Wahrscheinlichkeit Pg(A) berechnet sich durch:

P(A N B)
P(B)
0,7-0,8
0,71
0,56
0,71

0,79

Pg(A) =

Q

Die Wahrscheinlichkeit betragt somit 79%.

Bestimmung der Mindestanzahl an Abonnenten:
Sei Z die Zufallsgré3e mit:

Z : Anzahl der Abonnenten, die alter als 40 Jahre sind

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A betragt:

PA) = 1—P(A)
= 1-07
= 0,3

Da die Grundgesamtheit sehr groB3 ist, kdnnen wir Z als binomialverteilt
annehmen:

Z ~ B(n;0,3)

Gesucht ist das kleinste n mit:

Pgs(Z >21) > 0,99
Systematisches Probieren ergibt:

P3%3(Z >21) ~ 0,9895 < 0,99
ng“(Z >21) ~ 0,9910 > 0,99
Somit ist n = 104 die gesuchte Mindestanzahl an Abonnenten, damit

unter ihnen mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 99% mehr als
20 Personen alter als 40 Jahre sind.

Analyse der Nullhypothese:
Wir betrachten die beiden méglichen Fehlerarten:

Ho : p < 0,6 (Nullhypothese)
Hi : p > 0,6 (Alternativhypothese)
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Wenn sich durch den Einsatz des Algorithmus die Zufriedenheit unter
den Abonnenten nicht erhéht, so muss die Nullhypothese beibehalten
werden. Dann wird der Algorithmus nicht dauerhaft eingesetzt und man
spart Kosten.

Die Wahrscheinlichkeit fir den Fehler 1. Art wird auf 5% begrenzt, wah-
rend ein hdheres Risiko flr den Fehler 2. Art akzeptiert wird.

Ergénzung des fehlenden Lésungsschritts:

Da Hy : p < 0,6, fihren wir einen rechtsseitigen Test durch. Fir den
Ablehnungsbereich A = {g; ...;n} gilt:

0<g<n mit n=200
Die Zufallsgréi3e X ist binomialverteilt:

X ~ B(200;0,6)

X : Anzahl der zufriedenen Abonnenten
Gegeben ist:
PS%O(X >132) ~ 0,047 < 0,05

Dies zeigt g < 132. Fur den Nachweis, dass g = 132 die kleinste még-
liche Zahl ist, muss gelten:

Pg%O(X >131) > 0,05
Berechnung ergibt:
PS%O(X >131) ~ 0,064 > 0,05

Dies ist der fehlende Berechnungsschritt, um sicher sagen zu kénnen,
dass g = 132 die gesuchte Zahl ist.
Nachweis des Fehlers zweiter Art:

Wenn die Anzahl der zufriedenen Kunden gréBer als 60% ist, dann
kann beispielsweise p = 0,61 gewahlt werden.

Far die Wahrscheinlichkeit des Fehlers zweiter Art gilt mit n = 200 und
g=132:

P§%ﬂ(X§131) ~ 0,917
> 0,9

Dies zeigt, dass die Wahrscheinlichkeit fir den Fehler zweiter Art Gber
90% liegt.
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c)

1)

Es wird die Wahrscheinlichkeit fiir eine Normalverteilung mit py = 8,87,
oy =220und 10 < Y < 7-24 = 168 gesucht.

Die Berechnung ergibt:
P(10 <Y <168) ~ 0,304

Die Wahrscheinlichkeit daflr, dass eine zufallig ausgewahlte Person im
Alter von mindestens 14 Jahren in einer zufallig ausgewéahlten Woche
mehr als 10 Stunden streamt, betragt somit ca. 30,4%.

Der Erwartungswert 1, einer Normalverteilung gibt an, an welcher Stelle
die Normalverteilung ein Maximum hat. Der Graph einer Normalvertei-
lung ist immer symmetrisch zur Geraden x = p.

0.12 Hochpunkt

010 RN

0.08

Hochpunkt
0.06 '

0.04

0.02

_— E ~

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26

Anhand des Graphen von ¢z kann man den Hochpunkt an der Stelle
xy ~ 18 ablesen, deshalb gilt ;> ~ 18.

Die Standardabweichung o lasst sich aus dem Abstand der x-
Koordinaten des Hochpunktes und eines Wendepunktes der Normal-
verteilung ermitteln. Der linke Wendepunkt des Graphen von ¢ liegt
ungeféahr an der Stelle x,, ~ 14,5.

Es ergibt sich 07 ~ xy — x,, ~ 18 — 14,5 = 3,5.

30
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